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赤道海洋波致 L a g ra n ge 余流的弱

非线性动力学模型及其解
’

王 凡 侍茂崇
(中国科学院海洋研究所 青岛 2 6 6 0 71 )

吴德星 冯士榨
(青岛海洋大学海洋环境学院 青岛 2 6 6 0 0 3 )

提要 基于一个连续层化赤道海洋波动的弱非线性动力学系统
,

推导并建立了 由最低阶

u g ran ge 余流体现的包含波致
、

风生等效应在内的热带海洋余环流基本方程组
。

经分析发现
,

零阶赤道波动 自身的非线性藕合可产生一阶余流
,

其量级对于热带上层海洋准定常环流而言

是不可忽略的
。

波致环流的产生紧密联系于 La g I’an ge 轨迹运动与波流场的非线性藕合效应
。

所导出的最低阶赤道波致 u gI’an ge 余流的一般解具有与零阶波动不同的垂直与经向结构
。

从而表明
,

在赤道波运动占优势的连续层化海洋中
,

环流的产生机制
,

除了惯常认为的海面风

应力和热盐强迫力外
,

波周期运动也可产生定常环流
。
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赤道波导中显著存在的海洋波动是热带海洋 中经久不息的运动形式之一
,

它所引起

的振荡性流场是热带海洋 中与由赤道流系所构成的准定常环流同样突出的动力学特征
。

同时
,

赤道海洋波动与 E N SO 循环中赤道 中
、

东太平洋环流和 S ST 的年际变化之间存在着

较为密切的关系
。

观测研究结果显示
,

在赤道 中
、

东太平洋
,

由海洋波动所产生的动量
、

热

量通量对海洋上混合层产生的纬 向动力强迫和经 向加热量分别与驱动热带海洋准定常环

流 的气候平均 风应 力和 热带海洋 的气候平 均外部加 热量 相 当 (H
a n se n 。 t al, 19 84;

B斗d e n 召t 。z
,

1 9 5 9 ; Lu 小
e r e t a l

,

1 9 9 0 )
。

这意味着赤道海洋波动对气候平均热带海洋

环流及水温分布与变化有显著的贡献作用
。

显然
,

起这种作用的不是波流速振荡部分
,

而

是对其进行时间平均后的剩余部分
—

余环流
。

因此
,

研究赤道波致余流及其对海洋环

流和 5 5 了变化 的贡献作用
,

无论是对赤道海洋环流动力学本身还是对研究热带海洋在气

候变化中的作用
,

都具有重要的科学意义和理论价值
。

已有许多海洋波动对海洋环流及热量输运贡献作用的研究工作 (H a n s
en

。t al, 19 84;

B ry d e n e t a l, 19 8 9 : Lu th er e t a l, 19 9 0 : He be rt e t a l, 19 9 1 ; Th
o m Ps o n e t a l

,

1 9 9 3 :

(汀a ef 。t al
,

199 4 )
,

其中大多限于资料分析并且以 Eul er 余流作为海洋环流的体现
。

但是
,
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必须指出
,

由于与动量
、

热量和质量等输运过程联系在一起
,

余环流及其对流输运主要并

不取决于 E u le r
余流

,

因而不能完全体现于 E u le r
余流

,

而是依赖于流体微团随体速度 的平

均
,

即所谓 La gran g e
平均 速度 (Lo n g ue t-- 任g g in s

,

19 6 9 : zi m m e

rm an
,

19 7 9 ; Che 飞
e t a z

,

198 2; Fe n g o t al
,

198 6)
。

特别是
,

在连续层化条件下赤道海洋波动受制于一个弱非线性

系统 (王凡等
,

19 98)
。

在该类弱非线性系统中
,

上述两种平均方法得到的余流已被从理论

上证明确有差异 (冯士榨
,

19 88 )
;
亦可证明后者在最低阶意义上构成不可压缩流场 (因而

可称之为 肠g ran ge 余流 )
,

并且满足前者所不满足的环流场中的物质面守恒方程
。

因此以

助gran ge 余流描述和确定与波动相关联的海洋环流及其输运过程更为合理
。

在 La g r
an ge

平均概念基础上
,

发展研究热带海洋波致环流和物质长期输运过程的动力学理论是至关

重要的
,

也是必要的
。

在 肠gran ge 平均概念基础上
,

研究海洋中振荡性运动所产生的环流和相应的物质长

期输运过程的历史并不长
,

其中主要在浅海潮致余流方面有较大发展 (冯士榨
,

19 9 2)
,

在

大洋环流方面工作较少 (Lo
n g ue t-- 托g g in s

,

19 6 9 : M o o re
,

19 7 0 : 仆
。m pso n e r a l

,

19 9 3)
,

而针对热带上层海洋 的研究迄今未见报道
。

近来
,

连续层化 赤道海洋波动的弱非线性 动力学系 统框架 已 被初步建立 (王凡等
,

199 8)
。

本研究将在该动力学框架上
,

构造出由最低阶 L agran ge 余流体现的热带海洋波致

余环流基本方程组
,

从而为赤道波致余流研究奠定理论基础
。

进而
,

导出最低阶赤道波致

肠gran ge 余流的一般表达式并初步探讨其动力学性质
。

1 连续层化赤道海洋波动的弱非线性动力学模型

借助于对运动的特征尺度及物理量 的尺度分析
,

连续层化赤道海洋波运动的非线性

热力一动力学系统可表述为 (王凡等
,

19 9 8)

V
·

云= 0

u ‘ + ￡ (及
·

甲u
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二
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u
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z

v , + “
(云
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? v
) + 少u + 夕
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v
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户
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: : = 0
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州
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,
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,
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z = 一 D
,

洲
:

= 产
二

= 0
,

P = 0
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式中
, u 、 v 、

w 分别是 纬向
、

经向和垂向流速
; p 为海水压强

; 下
、

对于别为湍粘性和湍扩散系

数 ; 扩
、

尸
、

q 分别为海表面纬向
、

经向风应力强迫和浮力强迫
。

需特别说明的是
:
p ,
为背

景层化密度
,

p 为运动引起的密度扰动
;

提波场中流速 与波相速之比的测度和扰动密度与

背景层化密度铅垂向变化之 比的测度
。

观测数据显示
,

对于主要 由第一
、

二斜压模态组成

的赤道波而言
,
￡约为 0

.

2一0
.

3
,

故为一弱非线性系统 (王凡等
,

19 98 )
。

按
￡
将各变量作如下

摄动展开
a = a 。 + 。 a ‘ + 。 ’a Z + o

(
e ,
) (2)

式中
, a 、

矿分别代表所有变量及其
n
阶模型的解

。

摄动展开后得到方程组 (l) 的有因次零阶模型
:

V
·

澎 = 0
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式 中
,

“一
; 。

·

: U 。,

、一
。。

·

: V 。,

砚一
。。

·

: 。。; 、 一

(
一 兰 p 二

、
“ 2
为

、 P0 一 /
Brun t-- V 激s锹注频率 (浮力频率 )

。

零阶模型事实上构成了线性赤道波动力学定解 问题
,

方程组 (3)即现有的赤道响应和

赤道陷波线性模型的原始控制方程组
;
一阶模型的强迫项是 由零阶模型的对流非线性项

组成的
,

包含 了零阶波动引起的流场变化及其与密度场变化之间的非线性效应
。

零阶波

动自身的非线性祸合将同时产生 2 倍于原频率的一阶波动和余流
。

2 波致 L ag ra n ge 余流概念和基本方程组

以 t0时刻由瓦处释放的标识流体微团随体速度的波周期平均定义 肠g托In g e
平均速度

,

亦即

呱
一 <不

。 +
i(t)

,

t))
式中

,

(} 一

屯 {
儿 I J

d ‘为波周期平均算子
;

了= (氛 。
,

0 表示标识微团的位移 ; T 和

(5)

n
分别

是波周期及其个数
.

为了能使 u g la n g e 平均速度构成大时间尺度环流问题中的不可压缩流速场
,

并定义

为 L a g ra n g e 余流
,

这里借鉴浅海潮致余流的研究方法
,

要求用 以平均的时段
n T 既足够长

以滤掉波振荡
,

又足够短使得该标识微团在经过
。
个波周期后的位移尺度氛与经过一个波

周期后的位移尺度之 比 N 满足 O (劝 = l( 冯士榨
,

19 8 8)
。

这等价于假设 。 (n) < ￡一 2 ,

即
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限制了标识流体微团被释放后经历 的时间长度
n To 例如

,

取 s
为 10

一 ’,

则标识流体微团经

历的时间长度应小于 100 个波周期
。

如果研究对象具有几天或几十天波周期
,

则所讨论的

问题不能超过年际或年代际时间平均问题
。

在此条件下
,

将流体微 团的随体速度在 瓦处

的 T ay ler 展式连同摄动展式 (2) 带人式 (5)
,

可得各阶 Lag ran ge 平均速度表达式
,

其 中最低

阶 L ag ran ge 余流 乳由两部分组成
,

即

及
: = 云

二 + 云
、

其中
,

、: 一
<。

‘
(丸

,

t) >为最低阶 Eul er 余流
,

云, 一
<户

·

甲及。(瓦
,

t) >为 S to ke s 漂移速度
。

零阶位移户一

J}0a0( i0, o dto

(6)

这里

式 (6) 表明
,

即使在最低阶意义上
,

L agrari ge 平均速度与 Eu ler 平均速度之间也相差了

一个同阶量
—

S to ke s 漂移速度
。

后者是 由于流速梯度和波场中水微 团位移非线性藕合

的波周期平均效应产生的
。

L o
ng ue 卜环 g g ins (19 69) 称这两者的和为物质输运速度

,

它们仅

是空间坐标的函数
。

由于 及
:
已被

:
v0 尺度化

,

及皿其各组成部分 与波场中流速有
e之 比

。

观测研究结果表

明
,

在赤道太平洋海 区
,

波动引起的表层流速振荡幅度约为 5 0c m /s
,

因而云: 约为 10c m /s
,

与年平均流速值相 当 (H a lpe m
,

198 7 ;王凡等
,

19 9 9)
。

毫无疑 问最低阶赤道波致余流 (物质

输运速度)对准定常环流而言是不可忽略的
。

对零阶模型 (3) 和一阶模型 (4) 做波周期平均运算
,

并利用关系式 (6)
,

可以 导出如下

在最一般意义下的物质输运速度所满足的动力学方程组
,

此方程组可作 为在最低阶近似

下描述赤道海洋波致余环流的基本方程组
,

其有 因次形式如下 (注意
,

此处压强 p 已被除

以常数P0 )o

(7a)(vb)(7c)(vd)(7e)
甲

·

云
: 二 0

一 汤
v :
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二

+( 辉口
:

+ 凡

舟
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,
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+ 凡

(p
‘

>
如

1

)
:

- -

一
g
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一

彩
、 , 一 (斌。

1

)。
,

+ (。
·

: (、:)
:

)
一

g 一

于
·

? ·‘“ 甲 一
n 下

·

<耳
·

<群
;(户

‘

>
:

= o ; w : = 0

(8)

、

\//、、/ /\
、
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洲一勺0甲=甲万 叮
0

·

<
户

·

·

<
户

·

\
、
//、洛/

T一下

边界条”
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一 0
,

。仓

一<
二。

一 <
:

一
D

,
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,

<p
’

>
一 。
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w :

式 中
,
7T , = 叽

。

+ 凡。 + 凡
。

+ 凡 , 凡 = 凡
。

+ 凡。 + 凡
。

一
, _ , 、

了刁 刁 、了 1 / , _
n

\、
其中

,

(二
1。 ,

爪
。

) = l认 子 ,一 女( 歹
。 ·

甲、p o

) I;
、Dx’ Oy / 、 2 \’

’

“厂

/ 厂
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一 <介纷; 几
。
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·
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一
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一
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·
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合

其中
,

(二1 ,
二2 )包含 了零阶变量的非线性祸合

,

在方程组中起体积力的作用
,

因而可称之为
“

波致体力
” 。

该体积力的功表明了波振荡能量向定常环流的转移
,

从而表明
,

在赤道波运

动 占优势的连续层化海洋中
,

环流的产生机制
,

除了惯常认为的海面风应力和热盐强迫力

外
,

波周期运动的非线性祸合也可产生定常环流
。

也就是说在赤道海洋 中
,

其环流不仅包

括风生和热盐分量
,

而且也藕合了波生环流分量
。

方程组 (7) 一 (9) 的意义还在于
,

它保留了海气界面风应力边界条件
,

因而包含了风生

u gran ge 余环流分量
,

成 为更普遍意义上的热带海洋气候学环流模型
。

式 (8) 表明
,

风应

力对环流的驱动是通过它与海表面流体微 团位移的非线性祸合起作用的
。

由
“

波致体力
”

的表达式 (9) 可见
,

其中每一项 皆正比于赤道流场中标识流体微团的位

移
、

流速或它们的导数
。

这表明波致环流的产生紧密联系于 L a g ra n g e 轨迹运动与波流场

的非线性藕合效应
。

按
“

波体力
”

的组成
,

波致环流产生于如下三种过程的时间平均
:

(l)

水平位移与压强梯度 的非线性祸合 (爪
。 ,
二2 。) ;

(2) 垂直位移与水平密度梯度的非线性祸合

(凡
。,

、) ;
(3) 位移及其梯度与湍粘性及其梯度的非线性藕合 (汀

1 。 + 凡尹 二 2。 + 凡户
。

其中
,

第一种过程产生无旋力
,

后两种过程产生有旋力
。

3 最低阶赤道波致 L ag r an ge 余流的求解

本研究仅讨论赤道波致环流问题
,

风应力等外强迫不予考虑
。

为求得解析解
,

假设海

、.尹
、

,
产

01
1‘1.月.1了‘、、了.、

表面密度扰动为零
。

将方程 (7 d)
、

(7
e )合写为

:

心w : 一 (饰
‘

>J
二 + <户

·

叭 , 执>

海面边界条件 (8) 改写为
:

z 一 o
,

稗。 一 0
,

: v。 一 。
,

(户
‘

>
一 。

,

w : = o

引人假“ 了(
Z ) 一 、。一/

、(。‘“” ·“一常” ,
,

” 以 Mc C re ary (19 8 0)“““扩

散数学形式 (即)
二
代替传统 R c ki an 形式 (即J

:

后
,

各变量可表示为如下变量分离形式

a 一

艺
a 。

么(z)
,

” = 0

u o 、

{
“ 一

bdr
-

艺b
。

么(z)
,

或 氏 一

艺dn 么(z) (12)

这里 “
代表 叽

、

与

数 {么 }(
n = o

,

l
,

艺 = 0
,
一 D 时

,

么

v。、

尹。
、

(P
’

>
、

歹
。、

。。等
,

。代表户
。、

(。
‘

>等
,

J 代表 w : 、

w 。、

‘
”;
垂直结构函

)
,

是满足 stu一Li 。
一111·特征值问题

(龙
。

·

)
:

·

毒
叭 一 “(当

二 0) 的特征函数族
,

其 W K B J近似解为



海 洋 与 湖 沼 30卷

么(z)
仁

。

、
= 溉刁c os

一
亡刀

二 c os n 允丫 (13)

其中
c 。 =

f
’ 。

、
一

卞产,
。

式 (‘3冲隐含了 Z( z)

J
_ 。J

哈七

/似习、
’‘’

、 , , ,

_ _ _
、。 ,

一

气瓜可少 刀 ‘四拔父幽效

并且 近乎为 1 以及 么 (z) 满足归一化条件 (即么 (0) 二 l) 等性质
。

当弋(z) > o 时
,

{么 }

(n = 0
,

1
,

2
,

⋯⋯ )为正交完备系
.

故而式 (13) 实质上是物理量在铅垂方 向上按正交完

备模态之展开
, n = 0 对应着与深度无关的正压模态

, n > 0 对应第 。 阶斜压模态
, 。。

为该模

态内重力波速 (Mc C re ary
,

198 0)
。

该物理量在第
n
斜压模态上的投影

,

即 an
、

瓦或 风(n 二

l
,

2
,

⋯ )则由水平结构方程组来描述

u 。 二 + 场 + w 。 二 o

要
u 如 一 脚

, 劫

‘n
(14)

典
,

,
_

+ 脚
。

~ ‘ 几J 口 , 护

‘”
肠 一

一 (P
‘

>
。二

+ 叽
。

一
如

’

>
。 + 气

)
。

+ 凡如
A一心

一一
劲

W

这里
,

(7r 二兀
,

、
、 In 尹 ‘月了

丁几乃、汽山

= 一下产万甲一
,

气 =

J
_ 。
‘山

去去了户
.

:::

秒
““

二

>>>111场 \\\\\\\

_ _

>)
一

、
竺二一二二- 一-

,

由式 (9)
,

叽
。 ,

气的各个组成部分和 凡
,

的表达式分别为

二二

一城
,

藻
。

:
‘

累
,

)(%.
氏水

· lb

一
‘

军扇
<卿

· , ‘

柔会
刃、

‘5)

· ,翻

一报
,

(t+ 青)青<(扣
·

咖
·

(
; :

·

合今>
一

豪拭青
一

次<(扣
·

咖
·

(、卿今 (16)

: * 一

荟了州星
.

二卫丝
+

燮、
+

荟了 : /
一

立二兰
+

型\
白不 ncj 、 “‘ c’ / 布之界

二 。

马 \
c ,

cj /
·

裸
。

抓擎
·

竿》箭
‘

累
。

抓掣
一

罕>
(l 7)

!

一音(
‘

革
。

:
,

累
。

)
‘毋

·

甲H

对>
y;
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汀 2b

一
‘

军六
‘粼, :

‘

里六
‘: 心

一叠里
。

(争劝抓(
:

·

号劝
、

·

(梦
:一ex)

、

>
一

誉
、

累
,

(青
一

幼抓(
戮·

叠劝
、

·

(扣
:
·

劝
、

>
\ * 一

截、
,

抓全孚逻
+

掣》誉
,

柔
,

抓
一

牛逻
+

掣>
·

最里
。

抓州
·

竿>
·

箭
,

累
。

拭罕
一

年>
(2 0)

凡一截革
。

抓分劝价
; 一砂

·

补、
>

)
·

、
一

母
‘; :

刃 (2 1)
oiH

t尸右
了、声、

Z扭浮几、、、..,Z
1一ci1一亡7

J

‘了.飞、
1一护
」

艺--jl=
A一
,白

+

式 (1 5) 一 (2 1) 表明
,

零阶波动的第 勺 阶斜压模态的非线性祸合对一阶模型产生第 i + j阶

和第 }i 一 jl 阶斜压模态上 的强迫
,

所导致 的一阶运动和相 关的余流属于第 i + j阶和第

}i 一 jl 阶斜压模态
。

显然
,

劫g r a n g e 余流的垂直结构将不同于零阶波动的垂直结构
。

2
内、

(2(2

e

万
。 。

V
,

一 — D V
,

= r .

切 A
’

胡
x

矛一心

将方程组 (1 4) 合并成 、满足的方程

(一
e

云
v

、 + 刀莎
, v从)一

e
加。二 +

其中
,

_ c
井

。 A c

才
.

、
_ c

之
。

r
二

= — 兀
,

一 口下兀 十 一胃 瓜 一 — 瓜 十 七
.
兀

,

一 — 口V 兀
,

A
’几习

’ ‘ ’”

成
‘”

A
石“
从

‘ ’ J
ny A “

零阶波动是赤道陷的
,

由此可以想见其产生的余流也是赤道陷的
,

即满足恕、
一 ”

·

在此条件下
,

方程 (22 )的 y 变量可以分离出来
,

其解则可写为

导
, 、 , , 、

y
v“ 一

息
v“’L习叽L从” “

”
一

仄
(2 4)

其中正交完备的 He
ri n ite 函数族 {么 }(脚 = O 2

,

⋯ ⋯ )是满足 W e be r 方程

夕2
)

? = O(lim
}vl 一 .

? = 0) 的特征函 数
,

a 。 = Zm + 1 为 相应的特征值
。

功
m
伽)

场 + (气 一

(一 l)乍
’‘’

丫
2 , m ,石

d 阴e

办
二 为归一化的 m 阶 He mn

te 函数
,

描述物理量的 m 阶经 向模态的空间结构
。 vo m 即 v。

在第 m 经向模态上的投影
,

它所满足的方程为
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一 e

加。~ + e。

刀气
v。。

A 2

十下
C 陀

心
。

v“用 一百p v。, = 户一 (2 5)

8

8一
丹

!
‘

其中 凡
用 =

解为

凡沪
二d 。

。。

式 (25 )为关于编(刀的二阶常系数非齐次线性常微分方程
。

其

, 助用(x) 一 (
e只 1·

r式
: , 。

一、
一 。, 2·

r凡
m 。一 “2·

向下典
十 c’e 兄 ·

十 。
, e 兄: ·

一

人l 一 元2 (2 6)

其中兄
, 、 只2
为式 (25) 的齐次方程的两个互异且正负符号不同的实特征值

,

其表达式为

。

:刀 /心尸 刀、 , 2

九 l
,

: = 一 育丁士 、1
.

万二万+

—
+ 二 二

‘八 V 片八 c 。 c 。

a 士 b(m ) (2 7)

撇
C l 一 q 一 0 以满足 !

伙、
< co 的边

科
件

·

这样
,

式 (26 )中仅
她

含 Fnm一珊
非线性藕合项 的部分

,

从而证明波致 u gran ge 余流产生于零阶量 的非线性藕合
。

另外
,

Cv

为待定系数
,

只需将式 (26) 代人式 (2 5 )即可确定
。

求得
, 。后

,

由方程组 (14) 可分别求得
“ 劫

、

w 。
、

如
’

)
,

的如下形式的解

{华
>
。

{
(

一 : 一{孰
。。

{
(· (2 8)

3
心一A

一一其中
,

这里
,

u 如m

‘

“一杀“凡
阴e

是伞
(P

‘

)
。阴 =

(
e

晶
·

, 。
n

,
一

:

姜(
e

晶
·

,。_ e -

丝
_ _

A A 、

了
‘

dx 一
刁“凡一贾习

q (2 9)

w 如m 二
一

。

一渡
〔
·助。

〕二

[]
。 = J{

。

、
、 ; q

、

几“待定系数
;

一.
1.
一一.
.且
一V‘

、、..夕/
.

、.少、、
Fun

从 一

二 }(
1 一

霎

抓{
石‘m “’

一
。 + 1

小寡)楞
·。用 一 1

」
·

·

;
州 十 1 一 。(脚 一 1)

澹
·

;
。 一 ;

」二
、。。 ·

普
:

,

、

ha
一

撅 {(
1 一

黝
助, + l ·

(
1 ·

多)澹
一

, 一 ,

}
·

一

抓 }
右(用一 )

厚
、

十 ,

一(脚一)

澹
V

;
。 一 ,

」
一

誓
· ;。

一 ; :
。二

(3。)

其中
, V

‘
。
(x) 一 (·“

1

“凡‘
一 “ 1‘

dx 一
“2 ·

丁凡
,
一

“2·

dx)

六
。
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由式 (1 2)
、

(2 4)
、

(2 8) 知
,

各余流和时间平均压强的铅垂 向和经 向结构分别由斜压模

态和经向模态及其线性组合所描述
,

其中的若干个主要模态将决定该物理量 的空间特征
。

斜压模态阶数越高
,

一 (1 3 )·其铅垂
一

曲得越厉害
,

经 ·模态

一环
越

小 ;
同一斜压模态上经向模态阶数越高

,

其经 向扭曲得越厉害
,

并且偶数阶关于赤道正对

称
,

奇数阶关于赤道反对称
。

由式 (2 6)
、

(2 7)
、

(2 9) 知
,

各余流和时间平均压强的纬向结构

受斜压
、

经向模态以及耗散效应的影响
;
此外

,

由式 (2 3)
、

(30 )知
,

它还取决于 凡
、

Fu ,
、

凡二

中由零阶祸合项 二 * 、

凡
。 、

凡
。

演化而来的诸项 的纬 向结 构
,

这显然 与零阶波 自身的性质有

关
。

4 结论

本研究 在 连续 层化 赤道 海 洋波 动 的弱 非线 性 动力 学 系 统 中
,

建立 了 由最 低 阶

L ag nm ge 余流体现的包含波致
、

风生等效应在内的热带海洋余环流基本方程组
。

经分析

发现
,

零阶赤道波动 自身的非线性祸合可产生一阶余流
,

其量级对于热带上层海洋准定常

环流而言是不可忽略的
。

波致环流的产生紧密联系于 加g ran ge 轨迹运动与波流场的非线

性祸合效应
。

最低阶赤道波致 加gran ge 余流的一般解表现出与零阶波动不同的垂直与经

向结构
。
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