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层化流体中半板造波的内波解
’
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提要 为了形象地说明内波的传播模式
,

研究给出了 内波水槽中由半板造波所形成的内波

解
。

结合 峪is J范频率 N (习 = co ns t和简化 H ol m b oc 两种密度剖面模式讨论了内波场的传播

图案
。

在内波水槽中成功地形成了 上述两种密度剖面
,

相应的实验印证了本文分析的正确性
。

关键词 分层流体 内波 造波
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在内波水槽中进行试验是研究 内波 的重要手段
。

为模拟奇数模态 内波
,

一般用单板

(或称全板)造波机生成这种 内波
。

Th
o rp e (19 6 8) 提 出了单板造波机的解析解

,

徐肇庭等

(198 9) 给 出了偶板造波机的解 析解
,

并进行 了相应 的实验检验
,

其理论分析和试验结果

(K o o p et al
,

19 86 )都表 明内彼在垂 向是驻波形式
,

而不能显现内波在垂直方 向的传播

运动特性
。

基于以上原 因
,

作者提出用半板造波机生成在垂向具有传播特性 内波的设想
。

本文研究了半板造波解的分析求解过程并对有 关内波特性进行了讨论
。

1 控制方程及其求解

在 内波研究中为简化处理
,

设压力场和密度场为

夕 = 刀。(
z
) + 尸 夕 = P0 (: ) + 尸 (l)

p 。

幼
、

p
。

脚 为平衡状态下的流场静压力
、

密度值
; p

,

p为对应量的内波扰动项
。

在小

扰动 p 《 p 。
,

p 《 P0 和随体导数而/d , 二 o (B
o us si ne sq 假定 )条件下

,

从 Eul
e r 方程出发经

线化处理并引人流函数劝后可得二维内波控制方程 (富永英政
,

19 7 6)
‘)

刁,

了_
,

矿 、
石万 ! V

一

势一一势
,

l+ 犷叭
、

= U
口 l \ g /

(2 )

式 中
,

N
Z = 一 g / p 。

(z)
·

dP
。 /山

,

N 为 吩 is d心 频率
。

流函数与速度分量 的关系
: 。 = 叭

;

w = 一 势
、, 。 ,

w 分别为 x
, :
方向的速度分量

。

若取
:

势 一 1 /
瓶

·

x (
: )e “kx 一 “ ‘, (3 )

式中
,

。
,

k 分别为扰动频率和 x 向的波数
。

在 N 为小量前提下
,

X (z) 应满足方程
:
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d
,

X/ d : 2 + 矿(矿 /臼
2 一 l)X = o (4 )

和边界条件
:

z = o 臼,
dX/ dz 一 g k

,
x = o (5 )

艺 = 一 D X 二 O (6 )

在 自由面
: = 0 附近方程 (4) 的解 x (习oc ex pi(矿 (o )/ 。

, 一 1 )
’‘2七

,

由式 (5) 可知
,

只要

。,
/g k

·

!矿 (0 )/扩 一 11 《 1
,

即 。 ,

《 g k
,

或 N (0) 二 。则条件 (5) 可用 x 二 0 近似
,

在内波

研究中它被称为
“

刚盖
”

条件
,

在一般情况下它都能被满足
。

设造波机置于 x 二 0 处
,

对于全单板造波机
,

在摇板运动微幅的前提下
,

板面上的条件

可写为
:

u = A曰 (1 + 2 : / D )sin 曰 t x = 0
,

一 D < z < 0 (7 )

式中
,

月为最大振幅
。

为满足方程和
z 二 O

,
一 D 边界条件

,

可取 内波解的形式为

, 一

艺
、

。 sin (‘: )sin (气x 一 。 ,) (8 )

式 中
,

。 -

一
·

、
:

“垂 向“数
; 、

2

可由摇板板面条件定出 、一 “ D 。

丁0--
。
A臼 \

(1 + 2刀D) co
s (lnz )d二 。 表征模态数

,

当 刀 二 1 时 /
; = 耐 D, 在 : = 一 D /2 处波 幅最大

。

利用

三角公式将 (8) 式写成

势 一

艺0
.

5 ,
, ,

卜
c o s (几: + 气x 一 。 , ) + e o s (几

z 一 凡x + 。 , )] (9 )

式 (9) 代表内波解 由波 向
: = 土 气/ln

·
x 的向右上

、

下行 的两波系合成
。

对于半单板造波
,

板面条件 只在上 (或下 )半部满足
,

即在造波机位置 x = 0 及 z 二

(一 D
,
一 D / 2) 或 (一 D /2

,

0) 间不存在扰动解
。

本文讨论涉及如下 4 种密度剖面
。

(i) N 二 常数 P0 (z ) = Po e 一 “ ’

(11) H o lm b o e
分布 户

。

(: ) = 岛e

丫 二 a g

一 “

tanh 共全{
、 二 a g

, 2

(z 一 动
‘v 二

了
”e c n 一- 不一

(10 )

(1 1 )

(111) 线性分布 户。(z ) = 户l + (户
, 一 户

2

)z / D

(i
v ) 简化 Ho lm bo e

分布

g (户
, 一 户1

)
刀

‘
二 - - 下二二

一

—
PO Lz ) D

(12 )

}
p

l

P0 一

}
“1 + (p

l 一 户2

,‘Z + 人1

, “D 一 人1 一 ”2 ,

L尸
2

0 > z > 一 气

一 h , > 2 > 一 (D 一 气)

一 (D 一 气) > : > 一 D

(13 )

图 Ic d 两种剖面是 图 la
、

b 剖面模式的简化替代
。

此时可设解形为
、

,
产
、.、产.了

4咬J孟U
11
月

l
‘

且
了.、‘了、了.、

X (: ) = 尺(z )e ‘刀(
“
)

R( z) 为垂 向振型的模
,

因模态对应于上式右端的实部
,

士 刀(z) 都是解
,

由 (3) 有
:

劝 一 ‘/低
·

* (
z )e !

〔·尹(
·

卜 。 一 。 , )

此时波动的总相位
:

O = 士 P(习 + kx 一 。 t
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图 1 几种密度剖面模式

R g
.

1 S o m e m o d e s o f de n sity p r o fi les

a
.

模式 (i)
; b

.

模式 (11) ; c
.

模式 (111) ; d
.

模式 (i
v )

几 D, h 一h
Z

分别为垂向坐标
、

水深和 ho lm boc 剖面的上下两层等密度层厚度

2 内波特性

2. 1 速度和波场

先讨论密度模式 (i) 由半板造波所产生的内波场
,

由解 (8) 可得流场速度

“ = 势
:
= A ,

l, c o sl
l : · sin (k

; x 一 臼 t)

= 0
.

SA ,l, [sin (1
1 2 十 k

lx 一 曰 r) + sin (l
, : 一 k , x + . , )]

。,
二 一 劝

、
= A

飞
k lsin l

,

zc o s (k lx 一 曰 t)

= 0
.

SA ,

气[sin (1
12 + k

lx 一 。 t) 一 sin (l
; : 一气x + 。 t)]

利用 二 一 。处的板面条件可得出
: , _ : / Dl

,

.

{
。 A 。(1 + : z/ D)

c os z川几

与全板造波不同之处在于此 时只有在上 (或下)半板 上产生扰动波
。

依射线理论概

念
,

从板面上每点可发 出向右上
、

下两条射线
。

以密度分布最简单的分布模式 (i) 为例
,

当

N > 。时其波场形象如 图 2a 所示
。

从 C 点发出的两条射线为 C B
、

C G
,

而 CP
、

CQ 是与其垂

直的两等相线
。

对于向右下方传播的波系 A 与 B 和 A 与 C 点之间的相位差均为二 /2
,

与

CP平行的线 LB
、

G M 均是 向右下行射线族 的等相线
。

在区域 CB F’G 中扰动波 向右下行

进
; 在区域 R 钊I 中扰动波向右上行进

。

在三角形 口刁 中则 同时存在两个波系
,

由于过其上

每点的射线斜率反号
,

故合成后的波 向只会沿水平方 向
,

而在三角形 B K F中无扰动波
。

如

果取垂直断面 Pq
st

,

可得出如下结论
;
在 p q 段波向水平

,

合成位相相同
; 在 qs 段波向右上

,

每点位相不同
;在 st 段上则无波

。

对于全板造波
,

则在图 2a 所示范围内充满两个波系
,

处处与上面讨论的三角形 C F】区

域情况相同
,

垂向为驻波
,

只存在水平方向传播的波
。

简化的 H O lm b oe 密度分布模式具有 H 0 1m boc 模式的基本特征
,

即上下两端 的密度为

常数
,

中间为过渡区
。

对选定的扰动频率
,

附l’s d范频率分布可存在 N (习大于和小于 。的三

个区域 (沈 国光等
,

19 9 6)
。

在中间 N (力 > 。 区域 内

势 一 1/
瓶面

一 1
听承万

·

X (: )e“kx 一 ‘’‘, 一 , /而;面
·

* (
: )e“”〔

·, + 厄

一
,

·

R (
z
)
e ‘(士 ‘(

艺) + kx 一 。 , )
(1 9 )

可定义位相氏
,

2 二 士 lz 十 kx 一 。 t
,

l(习 - ·

k
,

等相线
:
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、、.少、.J
八UI,�2

了.、f

射线与等相线垂直
:

士 丫矿脚 / 。2 一 1
· : + 。/k

·
, 十 凡

x = 士 : /丫矿 / 。 , 一 1 + 瓜

由于在 N (习 二 。处射线方 向水平
,

内波将在 N (力 = 。 的两个层面间振荡
。

在波动

理论 中称 N (习 二 。 的线为焦散线
,

相应于简化的 Ho lm boe 密度剖面的 内波图象如图 2b

所示
。

图 2 半板造波的波场

E g
.

2 W
a ve fi e ld fo rm

e d b y a se m i一ate w aV e m a ke r

a
,

密度模式 (i ) ; b
.

密度模式 (i v)

在 N (习 < 。的区域
,

刀(习 二 (n + 1 /2 ) 二
。

依式 ( 15) 等所定义的物理量只对应于复数

表示的实部
,

故此时的位相与
z 无关

,

只依赖于 x
,

其波动只沿水平方向传播
。

2. 2 试验印证

有关的内波试验在青岛海洋大学物理海洋实验室中完成
。

图 3a
、

b 提供的是相应于全

板和半板造波时的两幅实验照片
。

其密度分布为图 1 中的 ( iv )型
,

p
l = 996

.

Ok g / m , ,

p
Z =

1 02 5
.

0kg /m
, ,

h
; 二 h

Z 一 6c m
,

D = 24 cm
。

由于分子扩散效应
,

理论上图示 的密度分布导数

—
附is 友范频率的间断不 会存在

,

实际上出现的是很稳定的连续 曲线
。

图 3a 是全板造波

的结果
,

着色线所标示的等密度线充分显示 了内波的形象
。

图 3b 是采用将全单板造波机

的摇板上半部用薄板挡住 的方法 以形成半板造波时所拍下的内波照片
,

此 时在垂 向内波

位相变化已非常明显
。

图 4 是在距造波机不 同距离 x 和从底算起在不同高程
:
处由电导率

仪所测得的密度时历过程
。

利用实验时的标定数据经换算后可得 内波流体质点振荡的幅

值
,

显见在中心区波幅值最大
。

2. 3 质点轨迹

如果采用解 (8 )
,

则 由速度分量 的计算 式 (1 7)
、

( 18) 可计算流体质点轨迹
。

在微 幅前
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对于层化流场的一般情况取解 (19)
,

则有
:

。 一 劝
:
一 (一 1 / 2

·

丫 /低
·

侧。 + 1 /
低

·

d侧、)c o s o 一 1/
瓶

·

*
·

d刀zd
z · sin o

。 ,

一 劝
*

一
l/
低

·

、* sin o o 一 刀(
z ) + 欣 一 。 ,

继而可得
:

x 一 x0 = a , sin o + a Z c o s o (2 2 )

x 一 几 = b c o s o (2 3 )

式中
,

o 一 P(孔) +
叭

一 。 , ; 。
一

12。
·

、/瓶
·

凡

a 、 一

畏(一 l / :
·

、 2 /瓶
·

、、 、 1 /瓶
·

d、 d : ) ; 。 ,

一 l / 。
·

侧瓶
·

d刀/ d
:

t J夕 ~ ~ 一

式 (2 2)
,

(2 3) 仍可化成为一二次曲线
。

一般来说
,

虽不是椭圆
,

但仍为一封闭曲线
。

不妨仍

称
a l 、

。为长短轴
。

对刀(
z ) 一 土 丫万

2 / 。 2 一 l
·

kz
,

z
, 一 丫万

2 / 。 , 一 l
·

k 一 二 z D
,

R (: ) -

co nst 情况
, 。 飞/b 一 N

,

/2 g k
,

可见仍是 N 大时流体质点水平方 向运动大于垂 向
,

与前面 N (z)

= c o ns t 时的结论一致
。

3 结语

3
.

1 在线化理论基础上给出的半板造波解可清晰地说明内波的传播模式和基本特征
。

3. 2 本文对 峪is 在范频率 N (z) 为常数及密度
、

N (力为一般情况的波场进行了理论分析
。

3. 3 关于压力场特性 的讨论将会对 内波载荷的分析计算大有裨益
。

3. 4 在青岛海洋大学物理海洋实验室的内波水槽 中成功地形成了简化 H o lm boe 密度剖

面
,

其全单板和半板造波的波场照片有力地印证了本文分析的正确性
。
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