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分布混合分析的深入研究及其
在南极磷虾种群结构中的应用

*

鲁北伟

(中国科学院海洋研究所
,

王

青岛

荣
2 6 6 0 7 1 )

提要 介绍分布混合分析的理论
,

并运用分布混合分析估计南极磷虾种群体长分布概率

密度函数的参数
,

首次给出体长取样间隔有效性和方差 6 2 下限的数学分析
。

概率密度函数

K

式为Q (x )= 艺Pj q (x ; 拌, , 。 , )
,

式中 x 是随机变量体长的取值 ; K 是年龄组数; Pj 是第再
J = l

年龄组的强度 ; q (x ; , ,
, a , )是均值为 产、; 方差为时的正态分布

。

p , ,

巧
,

岛
,

j一 1, 2, 一
K 是待估计的参数

。

求解这些参数的最大似然估计值时
,

发现最速下降法是一种非常实用

的方法
,

很容易选取Pj
,

; , ,

马 的一组适定的初始近似解
,

使得迭代过程收敛
。

关键词 体长频数分布 分布混合分析 种群结构 南极磷虾

南极磷虾的年龄鉴定至今是个难题
,

因而倍受关注
。

Sieg el (19 87 )和 H o sie (198 8 )

曾将分布混合分析应用于南极近海的大磷虾 (E uP h a us ia suP er ba ) 的种群分析
,

但存在

问题
。

主要是南极磷虾成体后生长越来越缓慢
,

体长频数分布的多峰性经常是不明显的
,

特别是大龄组的数量急剧减少
,

它们的存在不易分辨
。

本研究在应用该方法时
,

不根

据多峰性人为选定年龄组数
,

而是对所有可能存在的年龄组数都进行计算
,

根据计

算得出的体长频数分布与实测频数分布的拟合程度及是否符合南极磷虾的生物学规律再

作出判断
。

应用该方法对印度洋区南极磷虾的种群结构进行分析
,

取得了满意的结果

(王荣等
,

19 95 )
。

本文
一

旨在介绍分布混合分析的理论
,

重点介绍最速下降法(st ee p es t

d es ce nt m ct h o d )
,

并给出了南极磷虾种群结构分析的实例
。

1 分布混合分析理论

1
.

1 概率密度函数

一般认为种群内各年龄组的体长(或其它生长指标 )服从均值为 拜
,

方差为 护 的正态

分布 叮(x
,

拼
,

a )(李淑霞
,

19 90 ):

。(二 ; ;
,

小 甲拱一
J 、 / , ,

V 名山产‘

(
x 一户)2

2 ‘ 2

以南极磷虾为例
·

假设有 / 条同龄虾
,

以

厂
。(x )dx 表示体长在 (x 一 。

,

二 * )
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之间的虾的理论频数
,

则有 Q (x )二 q (x; 户
,
。 )

。

其中 x 是随机变量体长的取值 ; # 是

体长均值 ; 护 是体长方差
,

反映该龄虾体长的差异或生长速率的差异
。

一般地
,

假设有

/ 条多””
,

包括 · 1 ,

A 2,

一
”虾

,

仍”以

厂
。 (· )、 表示体长“ (一 。

,

x + h )之间的虾的理论频数
,

则有 Q (x )二艺 p , q (x ; 拜,
,
。 , )

,

其中 p , 是 A , 龄虾的数
j= l

目占总虾”的比例或者说是 “ / 龄”的强度

(豁
一 ‘

)
;

礴
“了””的体长均值 ;

可是 A
,

龄虾的体长方差
。

由已知的样品总数M 和体长在(x
,

一 h
,

x ‘+ h) 之间的虾的数

目
n ,

求解 K
,

夕, ,

拜, ,
。 ,
(j= l

,

2
,

⋯
,

K )称为参数估计
。

1
.

2 参数估计

H ar di ng (194 9) 首先使用正态概率纸
,

以图解法分析多年龄组种群生长指标的频数

分布
,

估计参数Pj
,

巧 和 。、
,

并突破了以往仅能求解 K < 3 时的P)
,

拜, 和 。,

的局限
,

尽管 C a ssie (19 50
,

19 54 )对 H a rd in g 的方法做了改善
,

但这类方法在很大程度上依赖

分析者的人为判断
,

计算结果不准确
,

分析同一组样本时
,

不同的工作人员可能得出不

同的结果
。

后来
,

H a sselb la d (19 66 )运用最速下降法和牛顿法
,

M a ed o n a ld 等(19 79 )

运用最小二乘法
、

才最小法和修正的 才最小法
,

求解参数的最大似然估计值
,

这类数值

分析方法
,

保证了计算结果的一致性
。

1
.

2
.

1 最大似然估计

x , + h) 之 间的虾有
刀

已知M 条虾的体长分别是 x ! ,

丸
,

⋯
,

x M

条 (i=
,

2
,

⋯
,

I; 艺
”

M 二 I < M )
,

x

,

体长在(x
, 一 h

,

的概率密 度函 数

万砚
Q (x )= 艺夕

,
。(x

J = I

, 。了
)
。

其中夕
、 一 l 一艺 尸

,

J = l

尹
,
宁(x : 尸, 。 ,

卜艺
J = I

尸,
[ 叮(x ; 尸, ,

气) 一 叮(x : 拼;
,
。、 )] + 叮(x : 拼、

,
叮‘ )

刀
,

[ 仔(x : 拜、
, a ,

)一 叮(x : 拜、 , a 、
)] + 叮(x ; 拜、 ,

a 二

W

I

艺i=l
一一记 : 。。一 、(x

‘

; 拜
, , 。,

)
,

Q
;

= Q (x
;

) = 艺尸
,
。ij ,

w ij

n 5 q i,

二 - - - 二尸- -
,

卜下

g
,

则 : x , ,
x Z ,

⋯
,

x M 的似然函数 (李惕磅
,

19 80 ):

艺 夕,
(、。一 、

,、
)+ 口

‘二

」
一lesesesL

n

叹..二

刀L = 艺 in Q
, 。

二艺
”

,

hi Q
‘

一艺

二 云L 声
田 : - 二, - - = )

印
,

忿

刀
I

Q
: (q

。一 q * = O j 2
,

⋯
,

K 一 l
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n i 了 、

万
、q “一 q ‘ ’ 令全

, , , 。一

艺
Z : 少= 1 1二 -百 qix 艺

p , = M 一艺 q 优二 0
ni

一忿
I

艺间
一一

一lesesesJI

艺污
一

I
L

P

K

艺川

睿合
“矛一万

得 :

箫禧合
(叮。

一
)一 牙

泄
一

(韵〔
: 令

一

小
一 ‘

,

么

一
“ ,

兰互 =

寸 卫二红
刁拼

,

昌 Q
, 是专(x

‘一料
,

)
o 了

一

r典
、

,

、「夕
、 J j

’

/ L昌

w ij x i

牙
z
一}

, 一 ‘
,

2
,

⋯
,

K (2 )

飞lseJes
,‘口口

叮一

。乙
一

荟 n ‘。。
_

r (x
i一 , ,

)
, 1 1 / 夕

,
, 了 ,

丫
爪获下 一乙 一下石一 Pi l

—
一 , , ! = l , 下 昨 注

灯o j 万l 甘

“
L 叮} 口j」 \ J 少

’

走

爹兰竺2
乙兰

昌 附 ,

j = l
,

2
,

⋯
,

K

使似然函数 L 最大的参数值即为最大似然估计值
,

根据微积分的求极值原理
,

(3 )

此时

L一凭
凡
口一
自洲U

�
n

一一
L一践

�州U一内洲U

P尸 叮 z

,

。
、

分别是使 华
一 。

,

叽

= 0 的解
。

( l )
,

(2 )
,

( 3 )是非线性方

程组
,

需用迭代法求解
。

1
.

3 最速下降法

1
.

3
,

1 基 本 公 式 简单迭 代 法 的一 般 形式 是 z : = U ( z 。)
,

2 2 = U ( 2 . ),
: , + , 一 U (zn )

,

z0 是人为选取的初始近似解
,

: 。十 ,
是第 。十 1 次迭修计算值

。

日L
, .

L ( z
。

+ 又
, ; 。

) 一 L (z
,

)
J

学 : r _

二 一二

一 = ll r D

—
刁z

。 * nl二弄
。 又

。
r

n

: lim
流n r n

~ 0

L ( z
。

+ 兄
,
r

。

) 一 L (z
,

)

又
。 井界

L (z
。

+ 又
。
r 。

) 一 L (z
。

)
。 犷

n

—
尹 n

刁L
二 - 二尸- - r _

二 犷几> U
口z

,

即 : 只要 又
,

> o
,

恒有 L (z
,

+ 又
。 ; 。

) > L (z
,

)
。

令 :
。 + l二 zn + 又

。
;
。 ,

重复这个迭代计算
,

: , 十 .
会使 L 逐渐增大

,

当 }:
, 十

一 :
,

}< 。
,

使 L 达到极大
。

“

一
”“

,

即“ r
一
会

一 ”
,

此时的‘

令 : · ,

一

箫
一

(劲
【U ‘二 ,一 ,

则有 又
。 r 。

= U (
z 。

)一 z
。 ,

z
。 + 1 = z

。

+ 又
。
r 。 = z

。

+ U ( z
。

) 一 z
。

= u (
: 。

)
,

与( l )
,

( 2 )和 ( 3 )

比较后得到下列公式 :

> o
,

又, , =

。
了

夕j 牙
z

叮 尹
> 0

,

又
_

二 一~
,

一月二二 : - > 0
P , 伴 j

几
一M一一

声」P

.

沁
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、.少、.、户.少

(4(5(6P
,

, 。 +

一
砰

,
r , ,

, 。

F ,
, n

-

一一一不丁一一一 j

拜,
, · + , 一艺

a

了
, 。 + , 一叉

W
,

刁
, n ” ,

-
一不万一一一 j

2
,

⋯
,

K 一 l

【
,

2
,

⋯
,

K

w 。
, 。

(x
, 一 群

,

)
,

W
z一一一一下石丁一一一一一一 j 2

,

⋯
,

K

(4 )
,

(5 )
,

(6 )式就是本文使用的迭代方程组
。

计算时
,

首先选择一组大致符合体长频

数分布的估计值
,

作为初始近似解代人方程组中进行计算
。

几十组数据的计算结果表明
,

这组方程总是收敛的
,

只要 ￡足够小
,

同一组数据赋予不同的初始近似解时
,

计算结果

一致
。

1
.

3
.

2 方程组(4 )
,

(5)
,

(6) 的数学意义 限于篇幅
,

仅讨论显而易见的情况
。

由公

平 附
z

, 。

夕,
, 。

工、P i
, , + 1 = 一一一丁丁一一

-

义性

一 ,
,

, 。

全
刀 ;

M Q
,

, 。

q
, ,

, 。

可以得出
,

当理论频数等于实测频数

M Q
‘= n , ,

则 几
、 。十 ; = 夕,

, ,

; 当 MQ
,

, 。

< n ‘ ,

则 夕j
, 。 + , > 夕,

. ,

; 当 MQ
,

, ,

> n , ,

则

P
,

, 。十 I < P ,
, 。 。

公式 ;
,

, 。 +

一艺
w 万

, n
x

艺
x

n 1
q ij

. n

‘

M Q
,

, ,

砰
z

中
,

w 相当于权函数
,

肠是权函数

艺
荟 ” ‘q 叮 ,n

MQ
,

, 。

的曲线重心位置
。

若 w 是单峰对称曲线
,

马是 曲线峰值的位置
。

,

‘
,

一 一
, 口

二
_ .

_

n
, .

ni qi j
, 。

拜i
, , + 1 = 拜z

, , 。

兰 拜z
倔小四便得 l< l,

叮
,

万; 不- 一 < l
,

万奋万一
~

了性 兄 j n l 性 U i
, n

当 M Q
,

,

< q ij
, 。

;

二 n ‘ ,

则

i> i
,

时

一竺二一 > 1
,

MQ
‘

. 。

n ;

q 叮
, ,

MQ
‘

, 。
则 拜,

, 。 + , > 拜,
, 。 。

当玛 偏大而使得 i < ix 时
,

M Q
,

, 。
> 1

,

n 1
q ij

, 。

MQ
‘

, 。
> q ij

. 。

; i > i

> q 。

、

日寸
,

MQ
,

, 。

n 1 q ij
, ,

M Q
,

, ,

.

< qij
, 。

; 则 片
, 。十 , < 肠

, 。 。

同理

可以推出时
, 。 + , 一艺

w lj
, 。

(x
; 一拜j )

,

W
,

< 1
,

对时的调整
。

这说明两点
。

一是方程组 (4 )
,

(5)
,

(6 )分别对 p ,
, 。 ,

拜
,

, 。 ,
6 ,

, 。

有调整作用
,

使

p ,
, , ,

#
,

, 。 ,
。 ,

, 。

沿着使理论频数与实测频数吻合的趋势取值
。

这种调整作用使得人们

很容易选取一组适定的p
,

,

。 ,

拜,
,

。 ,

氏
,

。 。

二是当理论频数与实测频数相等即M Q
,

, 。

=

。 ,

时
,

p
,

, 。 ,

拜
,

, 。 ,
6 ,

, 。

是方程组的解 ; 当 M Q
, , 。

笋 n
;

时
,

不 可能同时成立 p
,

, 。 十 1二

U (P
,

, ,

)
,

拜,
, 。 + 1 = U (#

,
, 。

)
,
。了

, 。十 1 = U (
。 ,

, 。

)
,

因此方程组(4 )
,

(5 )
,

(6 )的解是唯一

的
,

是使理论频数与实测频数吻合的解
。

2 几点说明

2
.

l q (x ; 拜
,
。 )

,

Q (x )离散化后的有效性
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由公式 ““ ; “
, 叮
’= 石万亩

(
x 一 产 ) 2

e -
口q

花二丁 二 q L x ; 拼
V 人

_ 、

/
二 一 。 、

a ) t一 一一丁了一 刀

\ a 一

/

=
~

到二里卫业「三牛黑
一

门
a 一

L
J 一

」

口
l

一�
,

气一X
八
口一八月盯

口
.

一X
�

刁一几心~ ~ ~ 八 书栩 * 二 ~ 护 q _ 。二

根据微分求极值原理
, 一

三共
~

二 O 时
,

·~ ~ ~
, , - · -

一 一一
’

一
’

日x
Z

} 匆 } ! _ )
一 _ 一0

.

}德了 } l 一 厅刃育二l
‘ x 二 x m ax l

一 v ‘ “

= 叮
’

( e ) x ( b 一 a )
,

a < e < b
,

得

有极值
,

设此时 x 二 x m a : ,

则 }x
m a x

一 拜卜 6

0
.

2 42

口 2
根据微分中值定理

,

q ( b ) 一 q ( a )

l叮‘
+ , 一 q ‘}< =

0
.

24 2

6 2 (x , + , 一 x
,

(7 )

{Q
, +

一 Q ‘l= }艺夕, [ 。( x ‘+ , : 拼, ,
。 , ) 一 、(x

‘ : 拜, , 6 ,

) ]

一

睿
l p 、

(别
(

一
一

(刽
(

一
“ ’

(8 )

、.尹

K叮,
. . .其中 : a m *n = m in ( 。

1 ,
。 2

这说明
,

x
‘、

一 x

一 1 时
,
· 要足够大

,

叮(· ),Q ( · )的变化才不“
,

使“

皿
叮(x , “

/ 一

仁
x q ( x ) dx

、 一且
‘

一
,
2 。‘· ,dx

、

M

工Q (x )dx 可 以分别近

似为 艺 q (x
,

)
、

拜= 艺
x ,
叮 (x

、

a ’= 艺 (x
‘一 # )

, 。(x ‘) M Q (x
,

)
。

(
x 一 , )2

Ix 一川 < 3。 时
,

‘ 2。 ’ > 。 一

45 > 0
.

01 笋 O
,

因此 须仔细选取 x , ,
x ,

值以避免出

现 叮( x
,
)或 叮(x

,
)过大的情况

。

2
.

2 。
‘

的下限

因为 q ( x
,

) > 一 o
,

艺叮( x
‘
) =

,

所以 q ( x
‘) < l 应该在任意的 x ‘

处成立
。

由

g (x m ax )

以 口j > l

e 一 0
·

5

二 叮
、

几万
V 名山 , ‘

< 1
,

得 , 而
。

> 0
.

24 2
,

结合 (7 )
,

(8 )式的情况
,

当 x ,十 1一 x , = 1 时
,

为宜
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2
.

3 最佳K 值

K 不同则 L 的公式不同
,

因而不能依据 L 的值判断最佳 K 值
。

扩值可以作为一种

有效判据
,

它既可 以用于判断最佳 K 值
,

又可以用于判断理论频数分布与实测频数分

布的拟合程度
。

才值越小
,

拟合程度越好 (陈敦隆
,

19 82 )
,

此时的 K 应为最佳 K 值
。

同时根据已经掌握的南极磷虾的生物学资料
,

如寿命
、

性成熟年龄
、

生长率和各年龄组

的体长范围等
,

分析拟合的合理性
,

确认得出的每个
“

年龄组
”

是否确实代表一个年龄

组(如Pj < 1% 时
,

可 以认为该
“

年龄组
”

不能代表实际年龄组 ), 进而确定它们代表那

一个年龄组
。

3 结果与讨论

图 1 和表 1 给出了一个南极磷虾样本的最速下降法分布混合分析实例
。

样品于 1991

年 2 月 18 日取 自普利兹湾外海 (65
“

5 8
‘
S

,

7 5
“

00
‘

W )
,

这 1 7 82 尾磷虾的体长频数

分布有两个明显的峰
,

第一个峰值在 28 一 29 m m
,

十分明确它代表 1
+

龄虾 ; 第二个峰

值在 46 一 47 m m
,

代表成体态
,

从成体态的体长范围 (19 一 6l m m )看
,

其中可能包

括了 2
+

到 5
十

乃至 5
十

以上的所有年龄组
。

因为 6
+

和 6
十

以上的虾在种群中的比例很小

(< 1% )
,

可以忽略不计
,

因此设定最大年龄为 5
,

样品的年龄组数为 5
,

即K = 1
,

2
,

3
,

4
,

5
。

一
。

一

⋯
.

l
lj
l,闷1‘伟�巧

n眨JC

�缺�哥

~

一
. , 一

一
,

一

一
-

一
日二冲. 碑

~
一 弓一一一一

,二 ,
一

二书七~

一
15 2 5 3 5 4 5 15 2 5 35 4 5 5 5

体长 (m m ) 体长 (m m )

图 1 一个南极磷虾样本的分布混合分析结果 (不同K 值的比较 )

F ig
.

1 砒
s u lts o f d i stri b u ti o n

m!x t u re a n a lysis o f a kri ll (E uP ha us 必 s
即

e rb a
)

sa m ple ( e o m p妞ri so n o f d iffe r e n t 犬 )

比较 4 种计算结果 (表 l)
,

可 以看出
,

K = 5 时拟合效果最好
,

同时也符合南极磷

虾的生长规律
。

拟合的 5 个年龄组的平均体长和标准差与已有资料 ( 自然条件下和实验

室培养条件下 )的 1 十

到 5 十

龄 5 个年龄组的平均体长和标准差基本一致
。

其它计算结果
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不仅拟合效果不如 K 二 5 的好
,

而且很难从已知的有关南极磷虾的生物学规律对拟合结

果作出解释
。

如 K 二 3
,

年龄组 l代表 1
十

龄
,

年龄组 2 从平均体长 (4 6m m )看只能是

3
十

龄组
,

这样就不存在 2
+

龄组了
,

这几乎是不可能的
。

1
十

龄 (分布区限制 )和 5
+

龄

(数量少 )有可能在某个样本中不出现
,

但 2
十 ,

3
干 ,

4
+

龄虾在某个样本中完全不出现的

记录迄今还未有过
。

同样
,

K 二 2 时
,

意味着成体态中只有一个 3
+

龄组
,

这更是不可能

的
,

首先 3
+

没有这样大的体长跨度
,

其次 2
+

和 4
十

可能较少但不可能完全没有
。

从理论上讲
,

因为实测结果是客观存在
,

最佳拟合结果应当最符合生物学规律
。

本

文所计算的大多数样品中
,

最佳拟合结果最符合生物学规律
。

但由于取样的代表性
、

测

量误差和种群组成的复杂性 (不同来源种群的混杂等 )有时可能出现最佳拟合结果不是

最符合生物学规律的
。

在拟合结果 (x
,

值 )相差不大时
,

应更多考虑生物学规律
,

相差较

大时可以同时给出两种结果
。

表 1 一个南极磷虾样本的分布混合分析结果 (不同 K值的比较 )

T a b
.

l 班su lts o f d istri bu ti o n

nux
tu re a n a lysis o f a krill (石甲h

a us 故 即
e

rba )

sa m Ple (e
o m p anso

n o f d亚re n t K )

KKKKK A JJJ 料jjj 丁 jjj P jjj MMM x 222 自由度度

(((((((m 们。))) (rnm ))) (% )))))))))

55555 lll 2 8
.

4000 2
.

6 666 2 1
.

0 666 1 7 8222 5
.

1888 3 333

2222222 4 1
.

8 111 2
.

0 777 6. 6444444444

3333333 4 6
.

4())) 2
.

2000 51
.

7 333333333

4444444 50
.

3999 1
.

8222 1 8
.

7444444444

5555555 5 4
.

8555 1
.

9000 1
.

8444444444

44444 lll 2 8
.

4 111 2. ““ 2 1
.

0 777 1 7 8 222 9
.

9 111 3 666

2222222 4 2
.

4 777 2
.

2 222 9
.

0 555555555

3333333 4 6
.

9 444 2
.

3 777 5 6
.

7 666666666

4444444 5 1
.

3 111 2
.

3 222 1 3
.

1 222222222

33333 lll 2 8
.

4444 2
.

7 111 2 1
.

1444 1 7 8 222 18
.

4 888 3 999

2222222 4 6
.

0 111 2
.

6 999 5 7
.

5 777777777

3333333 5 0
.

3000 2
.

4444 2 1
.

2 999999999

22222 lll 2 8
.

4000 2
.

6 777 2 1
.

0444 1 7 8222 1 8
.

6777 4 222

2222222 4 7
.

1555 3
.

3 333 7 8
.

9 666666666

R�5.,‘OO,
少

0664737484

4 结语

为根据体长研究南极磷虾的种群结构
,

本文详细讨论了分布混合分析的理论和具体

计算方法
,

给出取样间隔的有效性和方差 。
了的下限

。

估计体长分布概率密度函数的参

数时
,

发现最速下降法非常实用
,

其公式的物理意义明晰
,

计算过程简单
,

很容易选取

一组适定的初始近似解
。
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