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层结流体中的非线性惯性重力内波
*

侯 一 绮 李 炜
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,

青岛 2 6 6 0 7 1 )

王 新 生
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提要 根据地球流体力学基本方程组
,

在密度垂直层结的情况下
,

引进行波坐标
,

研究

非线性定形波在相平面上的几何拓扑结构
。

严格论证了不存在定形孤立波
,

并通过 H : m il t on

函数及其角作用变换把行波系统化成最简形式
,

由此而得到非线性惯性重力内波的解析解
。

关键词 层结流休 非线性 惯性重力内波

长期以来
,

研究旋转层结流体 中的惯性重力内波一直是人们感兴趣的课题之一
,

这是

因为地球流体中许多重要的自然现象都和重力内波有关
。

在这方面除了较易获得的线性

结果外 ( iG n
,

19 8 2 )
,

形式多样的非线性分析方法不断被 引人
,

例如多尺度方法和约化摄

动法 (巢纪平 等
, 1 9 8 0 )

。

这些方法给内波的研究带来了勃勃生机
。

但是
,

每一种渐近方法

都是基于弱非线性而提 出的
,

因此
,

为了解决定解问题里的强非线性项
,

仍须采用新的数

学
、

力学方法
。

本文在三维 oB us s i en sq 流体的控制方程中引进行波坐标研究非线性定形波
,

获得了

两个变量的常微分方程 自治系统
。

通过对相图的定性分析
,

论证了非线性波的周期性及

不存在孤波解
。

并通过 H a m ilt on 函数及其角作用变换导出非线性惯性重力内波的解析

解
。

1 墓本方程组的定性分析

在密度层结为 卢 (幻 的 B o us is en sq 流体中
,

描写非线性惯性重力内波 (以后简称非

线性波 )的方程组 可表示为
:
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( l )式中
“ , , , , 分别是

x , y , :
方向上的速度分量 ; ,

为时间 ;

科氏参数 ; N 是 B r u n t一 V盆15菠l注 频率
。

此处设 f 与 N 均为常量
。

平流项 (刘式适等
, 1 9 84 年 )

。

P 为压强 ; p 为密度 ; f 是

( l) 式中非线性项主要取

为研究 ( l) 式的定形波解
,

引进行波坐标
,

即设
。 ~ U (约

, ,
~ V (约

, , 一平 (妇
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。
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至此
,

( 7) 式与 ( 4 )式中第 2 式构成平面自治系统
:
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根据微分方程几何理论中关于相图的分析 (秦元勋
, 19 5 9 ) 得知系统 ( s) 在带形区域

】叫 < 口
内的平衡点满足 F ( 中

, 梦 ) ~ 0 , G (中
, 梦 ) ~ 。 解之 巾 ~ 0 , 梦 ~ o 。 这在物理

上对应于未被扰动的状态
。

因 ( 8) 式在平衡点 ( O
,

的处的导算子矩阵
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的特征根为纯虚数
,

并且非线性函数有如下性质 F (。
, 梦 ) ~ 一 F ( 。

,

一梦 )
,
G (中

,
梦 ) ~

G (。
,

一『 )
,

说明系统 ( s) 的轨线关于 。 轴对称
。

从而根据中心与焦点判定定理 (秦元

勋
, 1 9 , 9 )可知 ( o

,

的为非线性系统的中心型平衡点
,

故系统 ( s) 的相图为绕平衡点的闭轨

族
,

表明非线性波的周期性
。

又因为 ( 0
,

0) 是系统唯一的平衡点
,

没有其它鞍点
,

同时也就

没有同宿轨道或异宿轨道
,

故系统 ( s) 不 可能存在着孤立波解
。

2 平面 H a
而lt o n 系统及其角作用变换

在数学上通常称系统 ( 8) 为可积系统
,

在物理上必对应于保守系统
,

即存在同胚变换

使系统 ( 8 )变为 H a m i l t o n
系统 (李继彬

, 19 8 9 )
。

~ 必
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因此可将系统 ( s) 化成最简形式
。
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,
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,

于是系统 ( 9) 在新的正则变量对 ( I
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( 14 )式就是非线性波系统的最简形式
。

对方程 ( 1 4 )积分
,

得
:
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式 中
,

00 为初位相
。

至此
,

经上述分析处理
,

已经把复杂的非线性波简化成与简谐振子

完全相似的系统
。

3 非线性波的解析解

利用对平面 H a m ilt on 系统及作用
一

角度变量的分析
,

可以求解非线性 波
。
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,
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:
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,二 `了厂
`

_

丫三万二
-

花玉、
A 一 V z 九 c o s \

一

下二一 百十 仇 一一
一万一一 /

,护 口

,

一 了丫万 了丽二
一

面压、
。 一 丫 Zh c o s

、 一万一 夸十 00 一 一- 下歹- 一一 2

由 H a m i l t o n 函数和变换 卜
x

, 梦 一 一卫二一 Y
可得系统 ( 8) 的首次积分为

训 十 二 妒 一 Zh ,

因此导得 :

, 一

丫
了了厂

。

、 。 _ 了三万二万压、
、 -万一

“ 下 以。
一

一

一石— /
ll

.叨几
S

一户奋了一一h一
一,̀一

即系统 ( s) 的精确解为

( 18 )
s i n Z

一.h2一hfz一
;

了/月vùù
。梦

r...少、
!
、

式中 Z
一

亚
。十 。。

一 立亘三亘 一

亚
。十 00 -

丫
r 梦

了 — O

a

将 ( 18 )式代入 ( 3 )
,

( 5 )两式
,

就有

一f一
r一f一
rZ丫了了Y/了琢

天
2

+ 12

了丽
及, + 1

2

了瓦

(
*一 z 一 ,

(
`一 z + *

·` n Z

)
9` n Z

) ( 1 9 )

e o s Z

UV牙

若 引进行波方向角
,

如图 l 所示

天~ } k }
e o s a e o s

口

l 一 }鑫 }

二 一 } k

e o s a s i n 尽

S l n 肠

I几 } 一 了友
2

十 l
,

+ 二 ,

一一
、 . , ,

了丽
、

~
_ .

一一 一
.

一一
、

一一
。 二 , .

_ 、

_ _ _ _

_
、 ,

升正又 U 。
一

—
刀仃淡全 l叫符让迷反

,

则 气i , 少八 刊衣不为
刀 2



海 洋 与 湖 沼 2 5卷

一 U O tg ·

(一夕一卜了于
91· 夕̀ · z

)
一 认

tg ·

(“ , 一 z +

丫于一
,

· ; n z

) ( 2 0 )

一 一 U o e o s Z

当 }巾 }《
。
时 z

系

_ 了厂
。 _ . _ _ _ _ , , , 。 、 、 : 。 , 『,

、 、 ` 、 初 、 口 二
: 、 , 、 曰 二 ,l

。
“ ` 、

一—
S 一

` u u 乙 L , 、 ` V / 〕、 从` 1毛 / 习戈箱
一

比 仍之丹千 , 洲
d

月
.

曰 以 1计 土 U弓戈 1生夕叭队夕丈

口 2

一 f r
~ f

, m ,

十 N
,

(及
,

+ l , )

及
,

十 l
,

+ 。 ,

所以本文求出的波解包括线性波作为极限情况
。

图 l 行波方向角

F 19一 D i r e e t i o n a l a n g l e o f t r a v e l l i n g w a v e

4 结语

三维非线性惯性重力内波的定形波解可通过常微分方程理论与分析动力学相结合的

方法求得
。

研究非线性波在相平面上的几何拓扑结构可以对行波系统进行定性分析
。

本

文给 出的 H a m ilt on 函数及其角作用变换的处理方法可用来研究地球流体中其它类非线

性波
。
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