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二阶谱理论及在海浪研究中的应用
*

L 二阶谱的性质
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提要 针对目前国内对于二阶谱的研究及应用尚不普遍的状况
,

在参考国外文献以及

我们已完成的有关研究基础上
,

系统地阐述了实过程的二阶谱
、

交叉二阶谱与矢量过程的旋转

二阶谱
、

旋转交叉二阶谱的定义与概念
,

重点讨论了实过程二阶谱的有关性质
。

关键词 二阶谱 交叉二阶谱 旋转二阶谱 旋转交叉二阶谱

二阶谱是一种研究随机过程的数学工具
。

但直到 H as s elm a
nn 等(19 6 3)将其应用于

实际海浪过程的非线性研究以来
,

才显示 了它广阔的应用前景
。

随后
,

国外有不少学者对

二阶谱的应用作了较深人的研究
,

并取得不少成果 (N ik,i as e t al
. ,

1 9 8 7)
。

我国对二阶

谱的研究及应用起步较晚
,

有关的文献及讨论现在仍很少
。

为了在国内推动二阶谱理论

与应用研究的发展
,

我们对现有二阶谱研究的成果以及这几年我们所做的工作进行系统

地总结与整理
,
期望能对正确理解二阶谱的定义与概念

,

清晰了解二阶谱的有关性质
,

方

便掌握二阶谱的估计方法等诸方面均有所裨益
,

从而促进二阶谱在非线性研究的有关领

域中的应用
。

1 二阶谱

我们就自然界中普遍存在的随机标量(实 )过程与随机矢量过程
,

严格地给出它们各

自的二阶谱定义
,

并阐述它们的含义
。

1
.

1 实过程的二阶谱 二阶谱也叫做三阶累积(cu m ul an o 谱
,
一般地

,

可用三阶累积

函数的傅氏变换来定义二阶谱
。

但对于均值为零的平稳随机过程 x( t)
,

由于它的三阶累

积函数与三阶矩函数恒等
,

因而人们也普遍地把二阶谱表示为过程 城t) 三阶矩函数的

*
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傅氏变换
:

丑(。
, , 。 2

) ~
4 兀2 {丁

。 R (
一

, 一
““ 1 公1 + 。 2 r 2 ’“

!

“
2

(1 )

式中
, R (

: ; , : 2

) ~ E [ x (t )x
(

t + : ;
)

x
(

t + : 2

) ]
, E [ ] 表示取数学期望
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为
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为较明确地理解二阶谱的概念
,

可用 F ou
r ie r 一st ie ltj o s 积分来表示均值为零的平稳

随机过程 x( O
,

即 :

x (t) 一

那么
, : (t) 的二阶谱就可被定义为

:

{二
。 “F (田’

““
‘

(3 )

“〔‘尸(田
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可见
,

二阶谱为 3 个傅氏分量乘积的平均值
,

且其中一个分量的频率等于其它二个分

量频率之和
。

所以
,

二阶谱反映的是频率分别为 。 l , 。 :

与 。 3
一 。 ;

十 。: 3 个组成波之

间相关程度的一种量度
,

或者说是这 3 个组成波之间相互作用对 E [护(t) ] 的贡献
。

在实际问题中
,

谱值往往是离散的
,

此时
,

平稳随机过程 x( : ) 可表示成
:

x (, ) 一 艺 A , e ‘口‘,

(5 )
灸= 一。

相应地
,

二阶谱可写成
: B (。 , , 。户~ E [A *AI A变、〕 (6 )

为了更直接揭示组成波之间的相关程度
,

还可定义频率域上的二阶相关系数
,

或叫做

二阶相干谱为
:

云(。 * , 。 ,
) 一

!B (。 * , 。 ,
)】

{E 〔IA *A ,
l
’

]
·

E 〔IA * + :
}
’

1}
“,

(7 )

二阶相干谱在形式上类似于功率交叉谱中的凝聚谱
,

但凝聚谱表示的是两类不同过

程之间线性相关的程度
,

而二阶相干谱则表示同一过程中频率分别为 。 * , 。 , 与 。 , 十

。 , 3 个组成波之间相关的程度
。

L Z 实过程之间的交叉二阶谱 设 武t)
,

抓t)
, : (t) 是 3 个均值为零的实平稳随机过

程
,

类似于(l) 式
,

可定义这 3 个过程之间的交叉二阶谱为 (R
o den

e t al
.

, 1 9 7 3 )
:

。
: , :
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式中
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z
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) ]
。

同理
,

交叉二阶谱也可分别表示成
:

E [ ‘F
·
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或 B
: , z

(。 * , 。 ,
) 一 E 〔A

二

(。 *)A
,
(。

,
)A 曹(。 * + 。 ,

) ] (10 )

上面式中的 d F
二

(。 )
, A

:

(。 ) 等分别参照(3 )式与(, )式
。

从 (9 )式可知
,

交又二阶谱能表
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示 3 个不同过程中频率分别为 。 , , 。 :

与 。 ,

+ 。 , 3 个组成波之间联合相关的程度
。

显

然
,

如果这 3 个过程是联合正态的
,

则它们的交叉二阶谱恒等于零
。

若 3 个过程中有二个

是相同的
,

例如 x( t) ~ y(t)
,

则此时交叉二阶谱 B
二 :

式。 ; , 。 2

) 反映 x( t) 过程中频率为

。 ; , 。 2

的二个组成波与
: (t ) 过程中频率为 LD ;

+ 。2

的组成波之间相互作用的程度
。

如果 3 个过程均相同
,

则交叉二阶谱简化为二阶谱
。

1
.

3 矢量过程的旋转二阶谱 为从内部结构上客观唯一地描述 矢 量 过 程
,

G on el la

(1 9 7 2 ) 与 M o oe r s
(1 9 7 3 ) 分别提出了旋转谱

、

旋转交又谱的概念
,

至今已得到广泛的应

用
。

但在旋转谱分析中
,

假定构成矢量过程的分矢量之间是相互独立的
。

于是
,

类似于实

过程
,

要想研究分矢量之间或矢量过程之间的相互作用
,

就需进行更高阶的旋转谱分析
。

为此 Yao 等(1 9 7 5)把实过程中的二阶谱分析技术推广到矢量过程
,

相应地
,

给出了旋转

二阶谱
、

旋转交叉二阶谱的定义
,

并应用于实际问题的计算
。

下面分别作简要介绍
。

设 u( t) 是一个平稳的
、

均值为零的二维随机矢量过程
,

它的旋转二阶谱可定义为
:

* 。(。
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)
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*
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式中
,
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: ; , r Z
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t + : ,

)u (
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) ] ~ 石 [ u * (t )u (
, + 丫2

)u (
, + : 1

)]
。

相应地
,

利用 F ou
r ie卜St ie ltj

e s 积分形式
,

旋转二阶谱可表示成:
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此处 U(
。 ) 是 u( t) 的傅氏系数

。

不同于实过程
,

(l l)
,

(1 2) 式中的 。 为角速度
。

如将角速度为 。 的振荡分量分解成频率分别为 士 。 的两个旋转分量
,

则由于旋转二阶谱

中的 3 个角速度 螂
,

夕~ 1 , 2 , 3 ,

都可取正或负值
,

故它们的排列共有 8 种 :

】几 } > }
a ,

】 1几 } < }
a ;

}
、fweeeesl、reees.es少

几几一一

1
.

a l

十 a z

~ 0 3 2
.

a Z

十 a l

一 几

3
.

一伪 + 几 ~ 几 4
.

al 一 吸 一 几

5
.

al 一 几 一 一几 6
.

一伪 + az ~

7
.

一几 一 几 ~ 一几 8
.

一几 一 al ~

对应的区域如图 1 所示
。

在上述 8 种排列中
,

只有其中 4

, 3 , 5 , 7 ,

则对应的旋转二阶谱可分别表示为
:
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。
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a Z
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区域 7 一 a l

一 u :

一 一几

尺丑(一
。1 ,

一a Z

)J
a ,

~ 石[ U-- (。
,

)U-- (几 )U 兰(几 )] (1 7)

上述式中的 U
_

(a)
,

U +(
。
) 分别是向顺时针与逆时针旋转的傅氏系数

。

对于矢量

过程
,

要确定其旋转二阶谱
,

必须同时算出上面 4 个区域中的谱值
。

定义旋转二阶相千
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图 1 矢量过程二阶谱的对称区域
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图 2 标量过程二阶谱的对称区域
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IR B (
a ; , a Z

)}
(1 8 )

式中
,

p
。 + . +

(
o
)d

a 一 E [U+ (
a
)U 幸(

a
)1 一 E [ IU+ (

a
)}

’] 为 u (‘) 的逆时针旋转谱
。

旋

转二阶相千谱能刻画矢量过程 u( t) 中频率分别为
a , , 口2

与 价 + 仍 3 个分矢量之 间的

相关程度
。

若构成 u( 户 的分矢量之间是相互独立的
,

则旋转二阶谱
、

旋转二阶相千谱恒

等于零
。

另外
,

旋转二阶谱的模及旋转二阶相千谱是坐标不变量
,

因而它们能客观而唯一

地描述矢量过程的非线性特征
。

L 4 矢量过程之间的旋转交叉二阶谱 设 u( t)
,

试t)
,
。(t ) 是 3 个平稳的

、

均值为零

的二维随机矢量过程
,

则它们之间的旋转交叉二阶谱可定义为
:

* :
. , 。

(功
1 , 山 2

卜毒{二
。

{二
。

c 一‘
一

,一
’(。:

一
“

:
“

2

(1 9 )

式中
,

C
, , 。

(: , , : 2

) ~ E [ u
*

(t )。(
t + : :

)切(
t + : 2

) ]
。

旋转交叉二阶谱也可用 Fo u r ie r -

s tielt{
e s
形式表示为

:

j
f

nV,乙
了r、

,J屯�S田: :二 (·
:

)二 ( 田
2

)U : ( 田
3

) “一 {
R 丑 , , ,

( 。
, , 。 2

)d 。
, d o Z

0

的 :
十

功 l +

田2
~

田2

笋

若将角速度域上的 R B
. , ,

,( 。
: , 。 2

) 变换到频率域上的 R B
, , 。(a : ,

几)
,

则需同时计

算图 l 中所示的整个平面才能唯一地确定 R B
, , , (a

: ,

几)
。

但如 3 个矢量过程中有二个是

相同的
,

也即此时仅涉及到二个矢量过程
,

如 试t)
,

试t)
,

那么此时需确定旋转交叉二阶

谱 R B . , ,

(
口, , a Z

) 的区域与旋转二阶谱相同
。 R B

。 . ,

(a
; ,
几 ) 能刻画两个矢量过程 u( t)

与 试t) 之间非线性相互作用的程度
, Yao 等( 19 7 7 )就是利用 R B

, , ,

(
a : ,

几 ) 研究了海

洋中当地风速和当地海流之间的非线性相互作用
。

和旋转二阶谱一样
,

旋转交叉二阶谱
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的模也是坐标不变量
。

2 二阶谱的性质

依据前面二阶谱的定义
,

我们重点导出实过程二阶谱的部分性质
。

2
.

1 对称性 对于均值为零的平稳实随机过程 x( t)
,

它的二阶谱具有如下对 称 关 系

(见图 2 ):

B (。
1 , 。 2

) ~ 刀(。
2 , 。 1

) ~ 丑(。
: ,

一。 ,

一 。 2
) ~ 召(。

2 ,

一。 ;

一 。 2

) (2 1 )

于是
,

我们只需确定 12 个区域中任何一个区域上的 B (。
: , 。2

)
,

其它区域上的 B (。
: , 。 2

)

就可通过(2 1) 式求得
。

所以
,

人们常在区域 2 内估计二阶谱
。

注且对于 3 个不同实过程之间的交叉二阶谱
,

其对称关系仅有
:

B : , :

(。
: , 。 z

) ~ B士
, 二

(一。 1 ,

一 。2
) (2 2 )

所以
,

此时需计算半个平面内的谱值
。

而如果其中有二个过程相同时
,

例 y( t) ~ : (,
)

,

则

增加如下对称关系 :

B , y ,
(。

: , 。 2

) ~ B
二 , ,

(。
: ,

一 。 ;

一 。 2

) (2 3 )

于是
,

只要确定区域 1 , 2 , 3 上的 B
二 , ,

(。
: , 。 2

) 便可
,

其它区域上的谱值可分别利用(2 2 )
,

(2 3 )求得
。

2. 2 复数性 一般地
,

实过程的二阶谱
、

交叉二阶谱以及矢量过程的旋转二阶谱
、

旋转

交叉二阶谱是复数
,

它们均可用极坐标形式表出
。

例如对于实过程的二阶谱
,

可表示成 :

B (。
, , 。 2

) ~ !B (。
: , 。 :

) }
。‘中‘“: , , : ,

(2 4 )

其中二阶谱的模及位相分别为
:

}B (。
, , 。2

)} ~ [R e , 刀(。
; , 。 2

) + Im Z刀(。
: , 。 2

) ]
‘/ ,

中(。
; , 。 2

) ~ a r c tg
Im B (。

1 , 。 2

)
R 。刀(。

: , 。 2

)

(2 5 )

(2 6 )

它们可以分别表示所描述过程二阶非线性的程度及组成波之间的位相关系
。

同理可写出

交叉二阶谱等对应的式子
。

2. 3 有界性 对于实过程的二阶相千谱
,

可证明 : 0 毛 试叭
, 。 2

) 毛 l。 若 城 cD ; , 。2

)近

似等于 1 ,

则可表示 。 : , 。 :

与 。 ,

十 。 :

一 。 3
3 个组成波之间存在着完全的相互作用

,

可

以认为 。 3
的组成波是由于 。 :

与 。 : 2 个组成波非线性相互作用而产生 ; 反之
,

若

b( 。 , , 。 3

) 接近于零
,

则意味着这 3 个组成波之间不存在相互作用
,

即频率为 。3
的组成波

不是 由于频率为 。 : 与 。 2

的组成波之间相互作用的结果
,

而是独立于 。 ;

和 。 :
组成

波的另一个组成波
。

所以
,

二阶相千谱可以很直接
、

方便地测量 3 个组成波之间相互作用

的程度
。

旋转二阶相干谱也有与以上类似的性质
。

2. 4 二阶谱与非正态性 对于一个平稳随机过程
,

非零的二阶谱值可表示该过程是非

正态的
。

若在(z) 式中取
: ;

~ : :

~ 0 ,

便有
:

* (。
, 。

卜
: 〔一(, )卜 {二

。

!二
. B (。

1 , 的 2

, d O l
d 功

2

(2 7)

如 式t) 表示某一固定点的随机波面
,

若可将它视为平稳高斯过程
,

则它的三阶矩恒等

于零
,

从上式可知
,

对应的二阶谱值亦为零 ;反之
,

若二阶谱值不为零
,

便可推知 抓t) 不

服从高斯分布
,

亦即构成随机波面 抓t) 的组成波之间并非相互独立
,

而是存在着由于波



55 8 海 洋 与 湖 沼 24 卷

与波相互作用而导致的相互关系
。

所以
,

我们可用二阶谱值来刻画海浪等实过程的非正

态性和非线性的程度
。

同理
, B

二 , :

(。
: , 。 2

)
,

R B (
a ; , a Z

)
,

R B
, , 留

(
o ; ,

几) 可分别表示实过程之间
,

矢量过程

及矢量过程之间非线性相互作用的程度
。

2. 5 非高斯白噪声 如果 W (t) 是一个平稳非高斯白噪声过程
,

且 E 〔W (t )1 ~ 0 ,

石 [平(t )平(
; + :

)] 一 Q占(
:
)

, 石 [ W (t)W (
t + : ;

)w (
t + 丁2

) ] ~ 夕占(
: , , : 2

)
,

则该过程的

功率谱与二阶谱均为一个常数
,

即 :

S(。 ) ~ Q (2 8 )

B (。
, , to Z

) 一 夕 (2 9 )

2. 6 通过线性滤波器的非高斯过程 令 x( t) 是一个均值为零的非高斯过程
,

具有二阶

谱 B
二

(。
; , 。 2

)
。

设此过程通过传递函数为 H (。) 的滤波器后的输出为
:

式中
,

那么
,

, (才卜 !二
。 ‘(

一
)
·
(
!
)“

‘(! , 一

会{二
。 H (功 ,

。‘一‘田

y(t ) 的二阶谱为
:

B y

(。
l , 。 2

) 一 H (。
工

)H (t,) 2

)H
*

(。
,
+ 。 2

)

特别地
,

如 : (力 是非高斯白噪声
,

那么 B
二

(。
; , tD Z

)一 吞
,

B ,
(。

; , 。 2

) 一 月H (。
工

)H (。
2

)H
*

(。
,

·

丑
二

(。
, , 。 2

)

于是
:

+ 。 2

)

如
x (t) 是高斯过程

,

则因为 B
:

(。
; , 。2

) 一 o ,

便有 B ,
(。

, , 。2

) 一 0。

2. 7 通过非线性变换的高斯过程 令 x( t) 是一个均值为零的平稳高斯过程
,

相关函数为 R 式
:
)

,

功率谱为 又(。 )
。

设此过程通过如下非线性变换 :

y(t) 一 x (t) + a x Z

(t )

(3 0 )

(3 1 )

(3 2 )

(3 3 )

且其自

(3 4 )

其中
a
是个小量

,

以致 矿 可以忽略
。

那么输出过程 抓t) 的功率谱和二阶谱分别为
:

“,

(田卜
“

:

(的卜
一R ;(。)“(的) + 2一

}了
。 “

·

(切)“
:

(一
‘, ‘;

(3 5 )

B ,

(。
, , 。 2

) 一 Z a [s
:

(。
1

)s
二

(。
2

) + s
:

(。
,

)s
,

(。
;
+ 。2

)

+ s
:

(。
2

)s
,

(。
,
+ 。2

) ] + a R
二

(0 )[s
二

(。
;

)占(。
2

)

+ s
二

(。
2

)占(。
1

) + S
:

(。
2

)占(。
1
+ 。 2

) ] + o(
a 3

) (3 6 )

显然
,

若
。 一 o ,

则 S ,
(。) 一 s

:

(。)
, B ,

(。
、, 。 :

) 一 0 。 所以
,

人们可通过输人一个

高斯过程
,

看其输出过程的二阶谱是否为零来判别该系统是线性还是非线性的
。

以上这些性质
,

对于进一步理解二阶谱的概念
,

进行二阶谱估计以及具体应用
,

都是

非常有用的
。
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