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提要   在建立局部地区的地球重力场模型中,球冠谐分析是一种有效的方法。在球冠坐标

系下建立重力场模型时,仅涉及到重力位的垂向分量, 不必进行关于极角的微分运算, 所以仅

用单个正交基来建模,但若要在球冠坐标系下对重力场作进一步分析, 如类似于平面处理的

导数运算,来突出地质体的边界,要计算极角的微分, 利用单个正交基表示则不易收敛, 且误

差较大。本文中作者采用两个正交基函数在球冠坐标系下对重力场建模,推导计算了径向导

数和曲面导数模,并利用棱柱体正演模型进行检验,结果表明双基函数建模更适合曲面上的

位场表示。最后计算了冲绳海槽地区卫星测高重力异常数据的曲面导数,径向导数清晰划分

了东海陆架上大构造单元,曲面导数梯度带显示了东海陆架外缘隆起带, 也指示了陆架盆地

内的一些局部构造。这表明双基函数的球冠谐分析是一种有效的曲面位场建模方法。
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  H a ines( 1985a)提出的球冠谐分析方法,对于

建立局部区域的位函数和它的空间导数模型, 提

供了一个良好的手段。三维空间的位函数梯度

场及其垂直分量场或球面上的任意标量场, 都可

以用球冠谐分析来拟合建模。球冠谐分析成功

的应用于利用 M agsa t卫星数据建立北纬 40度以

上区域 (H an ies, 1985b), 及覆盖欧洲 ( De et al,

1990)、亚洲 (安振昌等, 1998; An et al, 1992)的垂

直磁异常模型,它还用于建立地磁场长期变化的

模型 (H anies, 1985c;安振昌等, 2003)。许多国家

和地区还用它来建立本地区的参考地磁场模型,

如加拿大 (H aines et al, 1986; N ew iit et al, 1989)、

意大利 ( De et al, 1990 )、西班牙 ( Torta et al,

1992)、东亚和中国 ( An et al, 1994; 安振昌等,

2003)。相关的改进和计算方法也不断的出现

( De, 1991;彭富清等, 2000; Ko rte et al, 2003)。

球冠谐分析在地磁场分析中的广泛应用促

使不少学者试图将其引入到局部重力场的建模

中来, 国内学者李建成从 S turm-Liouv ille型方程

本征值出发,以此作为用谱方法研究大地测量边

值问题的数学理论, 提出了局部重力场的球冠谐

分析课题, 导出了相应的计算公式, 给出了完整

的重力场球冠谐分析的数学模型 ( L i et al,

1995)。此后不断有学者将它用于提取不同波长

的重力异常,并探讨阶次和场源深度的对应关系

以研究区域或深部构造 (王喜臣等, 1996;申宁华

等, 1998)。

在用球冠谐分析建立局部重力场模型时, 由

于不用计算对极角的微分,所以仅用单个正交函

数基来表示重力场。虽然用单个正交基表示能

减少表达式的系数, 但也有一些根本性的缺点,

若只用 k-m =偶数定义的正交基来分析,则对极

角求微分的位函数导数只在均方意义下收敛, 不

能计算对极角逐项导数的和, 也由于用单个正交
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基表示时收敛速度慢而不利于对其进行谱分析。

此外, 用单个正交基来表示时要强制边界处的某

些值为零,造成的误差也是不可忽略的。尤其对

一个三维的拉普拉斯位场 (如不同高度上的磁卫

星数据 )或要求进行场数据外推时, 这个问题则

很严重。用两个正交函数基表示, 无论是对位场

还是它的导数, 都可以快速收敛, 并可以更好的

拟合原始数据 ( De et al, 1997)。

1 球冠谐分析
在局部球冠域中,设最大极角为 D0。球冠上

任一点在球冠坐标系下的坐标为 ( r, D, U), D为极

角, U为经角 (图 1)。

图 1 棱柱体正演模型

F ig11 Forwa rd m ode ling o f a prism

对于位函数 V在球坐标系下和球冠坐标系

下展开时,关于 U的边界条件一样, 所以,在球冠

坐标系中, m也是正整数。

对于极角 D的边界条件,与球坐标系中不同,

此时的边界条件是 (H a ines, 1985a)

V( r, D0, U) = f ( r, U) ( 1)

9V( r, D, U)
9D D= D0

= g ( r, U) ( 2)

这两个边界条件可以通过选择基函数V
m

v使得

V
m

v ( r, D0, U) = 0 ( 3)

来满足 ( 1)式;通过选择基函数 V
m

v使得

9V
m

v ( r, D, U)
9D D= D0

= 0 ( 4)

来满足 ( 2)式。因为 V
m

v的表达式中只有缔合勒

让德函数 P
m

v ( cosD)与 D有关,故 ( 3)、( 4)两式可

等价为

P
m

v ( cosD0 ) = 0 (5)

9P
m

v ( cosD)

9D D= D0

= 0 ( 6)

当 D0给定时, ( 5)式和 ( 6)式变成以正整数

m 为参变量, v为变量的方程, 可以单独确定一组

对应于 m的 v值,故令 v = vk(m ) , k为 v的下标变

量,表示 v从小到大的序列, 这里 k选为从 m 开

始,并定义 k- m =偶数时由 ( 6)式求取 vk( m) , k -

m =奇数时由 ( 5)式求取。故球冠坐标系下的位

函数可表达为

V( r, D, U) = V
m

vk (m )
= 6

]

m = 0
6
]

k= m

a
a

r

vk (m ) + 1

P
m

vk (m )
( cosD)# g

m

k # cos(mU)+ h
m

k sin(m U)

( 7)

由 Sturm-L iouv ille理论, 位函数的基函数是

V
m

vk (m )
可以分成两个 k - m = 偶数和 k - m = 奇数

的无穷列, 这两个基函数列在球冠谐区域上分别

正交, 而不同的基函数列之间不正交。

下面简单证明可由 ( 3)式和 ( 4)式导出 ( 1)

式和 ( 2)式。在 D= D0时将 ( 3)式代入 ( 7)式有

V( r, D, U) = V
m

v
k (m )

= 6
]

m= 0
6

]

k= m
( k-m) = even

a
a

r

vk (m )+ 1

P
m

vk (m ) ( cosD)# g
m

k # cos(m U) + h
m

k sin(m U)

= 6
]

m= 0

am co s(m U) + bm sin(mU)

若将 ( 1)式的右端 f ( r, U)进行傅立叶展开, 并将

其系数作为上式中的 am 和 bm, 则可令 ( 1)式成

立。类似的,将 ( 4)式代入 ( 7)式同样可令 ( 2)式

成立。

由于 g = -
9V
9r

,所以有

g = 6
]

m = 0
6

]

k= m

( vk (m ) + 1) a

r

vk (m ) + 2

P
m

vk (m )
( cosD)# g

m

k cos(m U) + h
m

k sin(m U)

这就是重力异常在球冠谐区域内的表达式。

H a ines于 1985年提出的球冠谐理论时是由

( 3)式来满足 ( 2)式,而由 ( 4)式来满足 ( 1)式, 因

而他用 k- m =偶数定义的正交基来表达不必对

D求微分的位函数导数, 但这与他后面给出的证

明式不相符。

若要表达的位函数不必对 D求微分,则仅需

要 ( 1)式和 ( 3)式, 而不用 ( 2)式和 ( 4)式, 即用一
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个正交函数基列就可表达 (常用的是 k - m = 偶

数定义的正交基 )。虽然这时位函数列收敛速度

会影响对 D的一阶导数在边界处的误差, 但它还

是会一致收敛的。

2 重力场导数的计算
重力异常的导数作用相当于频率域的高通

滤波, 可以突出浅部的局部异常边界特征, 压制

深部的区域地质构造影响。在一定程度上可以

划分不同深度和大小异常源产生的叠加异常, 且

导数的次数越高,分辨能力越强。

在球冠谐坐标系中, 对式 ( 7)进行三个方向

求导数,有

9g
9r

= -6
]

m = 0
6
]

k= m

(vk (m )+ 1) (vk (m )+ 2)# 1

r
a
r

vk (m )+2

P
m

vk (m ) ( co sD)# g
m

k co s(m U) + h
m

k sin(m U)

9g
9D

= 6
]

m= 0
6

]

k =m

( vk (m )+ 1) a
r

v
k (m )

+ 2 9P
m

vk (m ) ( cosD)

9D

# g
m

k co s(m U) + h
m

k sin(m U)

9g
9U

= 6
]

m= 0
6

]

k= m

( vk (m )+ 1)
a

r

vk (m ) + 2

P
m

vk ( m) ( cosD)

#m# - g
m

k sin(m U) + h
m

k cos(mU)

其中的非整阶勒让德函数及其导数按如下公式

计算

P
m

v ( cosD) = 6
]

k= 0
A k (m, k ) # 1 - cosD

2

k

当 m = 0时

dP
m

v ( cosD)

dD
=

sinD
2 6

]

k= 1
k# A k (m, k )

# sin
2( k- 1)

(D/2)

当 m X 0时

dP
m

v ( co sD)
dD

=
sinD
2 6

]

k = 1
k# A k (m, k )# sin

2k- 1
( D/2)

+
m# cosD

2cos( D/2)
# 6

]

k = 0
Ak sin

2k- 1
( D/2)

其中

A 0 =
1 m = 0

K
m

v # sin
m
D m X 0

Ak (m, v) =
( k+ m - 1) ( k+ m ) - v( v+ 1)

k ( k+ m )

# Ak - 1 (m, v)

对于 K
m

v 的计算有如下近似公式

K
m

v =
2

- m

mP

v+ m
v- m

v
2

+
1
4

# P
m / 2 # exp( e1 + e2 )

P=
v

m

2

- 1,  e1 = -
1

12m
# 1+

1

p
,

e2 =
1

360m
3 1+

3

p
2 +

4

p
3

3 正演模型与实例
在计算重力异常在球冠曲面上的导数时, 用

两个正交函数基来表示。为了验证导数计算的

正确性,作了一个棱柱体正演模型进行检验, 其

埋深为 100km, 棱柱体为 1000km @ 1000km @
200km, 中心点在极轴上, 剩余密度为 015 @

10
3
kg /m

3
(图 1),其正演重力异常如图 ( 2)所示,

对其作 21阶展开,然后求其径向导数 (图 3)和曲

面导数模 (图 4)。图 4中黑框表示模型的平面位

置。由正演模型结果可以看出, 径向导数的零值

线圈出了异常体的范围。而曲面的导数模的梯

度带也较好的反映了异常体的边界。由此表明

这种计算方法是有效的。

图 2 正演重力异常 (单位: mG al)

F ig12 Forw ard m ode led g rav ity anom aly

图 3 21阶正演异常径向导数

F ig1 3 The 21st radia l derivative o f grav ity anom a ly by

forwa rd m ode ling
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图 4 21阶正演异常曲面导数模

F ig14 The 21 st spher ica l surface der iva tivem odu le o f

g rav ity anom a ly

本文中作者采用由卫星测高反演的冲绳海

槽地区的重力异常数据, 其范围是北纬 2315b)

3215b,东经 11915b) 13215b,最大极角为 7138b。
将其作 21阶展开, 共 506个系数。对 21阶展开

   

图 5 冲绳海槽地区重力异常计算结果

(图中虚线为负值 )

F ig15 M app ing of mode led g rav ity anom aly in the

Ok inawa T rough( the dashed lines are negatives. )

上图: 21阶的径向导数; 下图: 21阶展开的曲面导数模

的重力异常求径向导数和曲面导数模,其结果如

图 5(上图 )和图 5(下图 ) (切除了边界的振荡效

应部分 )。径向导数更多地反映了地质构造的垂

向变化,由图 5(上图 )可以看出径向导数的零值

线很清晰地划分出东海陆架上大构造单元 (如冲

绳海槽等 )的范围。曲面导数类似于平面上的水

平导数,反映了地质构造的横向不均匀性。由图

5(下图 )可以看到, 曲面导数梯度带不仅显示了

东海陆架外缘隆起带和冲绳海槽, 还指示了陆架

盆地内的一些局部构造,图中的虚线为原始重力

异常的 4阶小波分解的零值线
1 )

,小波分解主要

是通过多频率的分解以突出局部细节。可以看

出它们具有一定的相似性,但曲面导数的结果更

细致, 原因之一是球冠谐展开求导是严格球面上

的计算,而小波多尺度分解还是在平面直角坐标

系下计算的。

  1) 张世晖, 2003. 海洋卫星测高重力数据处理方法研究及在冲绳海槽的应用. 中国地质大学 (武汉 )博士论文, 1) 60

由此可见, 在球冠坐标系下进行导数计算,

正演模型和以及在冲绳地区实例计算均表明这

种计算方法效果明显, 可以克服传统的平面重磁

方法不能处理曲面数据的理论缺陷。
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DERIVATIVE CALCULATION AND APPLICATION IN SPHERICAL CAP

HARMONIC ANALYSIS OF LOCAL GRAVITY FIELD

WU Zhao-Ca,i L IU T ian-You, GAO Jin-Yao

( Institu te of G eophysics and Geomatics, Ch ina University of Geosciences, Wuhan, 430074)

(The S econd In stitute of Oceanography, State Oceanic Adm inistration, H angzhou, 310012)

Abstract  Spher ical cap harm on ic analysis is an effective m ethod for m odeling a local g rav ity f ie ld, in

w hich on ly the vertica l com ponen t of g rav ity potential is calcu lated, and no differentiat ion to po le angle is nee-

ded; therefore, only one set o f o rthogona l functionsw ou ld be required. H ow ever, for a further analysis in de-

tail of the interna l grav ity field in spherical cap coo rd inates, such as extracting the boundary o f the geo log ical

bodyw ith derivat ive, as w ha t is done in Cartesian coordinates, the m ode lw ith sing le se t of orthogona l func-

t ions converges slow lyw ith large error, but them odelw ith tw o sets can dow e ll for the grav ity field and its de-

rivative. In th is paper, tw o sets o f orthogonal functions w ere app lied to m ode l the loca l grav ity fie ld, and to

calcu la te radia l derivative and spher ical surface derivat ive module in spherica l cap coordina tes. Then a prism

m ode lw as designed to verify the resu l.t It is show n that them ode lw ith tw o sets o f orthogona l functions ism ore

su itable for grav ity potential on sphere. F ina lly, using grav ity anom a ly data of Okinaw a Trough from satellite

altim etry, the derivativew as calcu lated app ly ing the two-set a lgorithm, the tecton ic un its o f the offshore reg ion

in the E ast Ch ina Sea w ere delineated clearly by radial derivative. The spher ical surface derivat ive m odule

m arked clearly the E ast China Sea uplift zone and som e other local structural un its in sed im entary basin on

continentalm arg in. The two-set a lgorithm o f spherical cap harm on ic ana lysis has been proved to be a better ap-

proach to grav ity field m ode ling.

Key words  Derivat ive ca lculat ion, Spherical cap harm onic analysis, Local gravity field, Ok inaw aTrough


