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提要   建立了一个格子 Boltzmann模型,经过 Chapman-Enskog 展开可以恢复出守恒形式的浅

水动力学方程组。理论分析和数值试验的结果都表明, 本模型严格地满足质量守恒定律和动

量定理。数值模拟了一维和二维溃坝流动, 分别与理论解和文献值进行了对比,结果相当吻

合。本模型具有很好的并行计算性能,在海洋、大气等大规模数值计算领域有着广阔的发展前

景。
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  格子 Boltzmann 方法( LBM)是一种近年迅速发

展起来的计算流体力学方法, 与一般 CFD 方法不

同,它的出发点不是基于连续流体的 Navier-Stokes

方程, 而是基于分子运动论的 Boltzmann 方程。

Chapman 等( 1939)证明了描述理想流体的 Euler 方

程和描述粘性流体的 Navier-Stokes方程分别可以看

作是 Boltzmann 方程的零阶和一阶近似。原始的

Boltzmann方程是复杂的积分-微分方程,求解极其困

难, Bhatnager 等 ( 1954)提出著名的 BGK 近似, 简化

了碰撞项的计算; 近年来 MacNamara 等( 1988) , Chen

等( 1991) ,Qian 等( 1992)将 BGK近似后的 Boltzmann

方程和格子气方法相结合, 提出格子 Boltzmann 模

型,这是一种离散运动论模型,有限的粒子在格点上

沿着既定的轨线迁移和碰撞, 通过分布函数的演变

来描述各种复杂的流体力学现象。虽然原始的

Boltzmann方程是针对气体运动的,但是由于流体运

动规律的相似性,格子 Boltzmann方法已经被推广并

应用到计算流体力学的多个领域: 可压缩流动、不可

压缩流动、多相流动等( Shiyi Chen et al , 1998) , 都得

到了和原有计算方法结果相当甚至更好的结果。关

于格子 Boltzmann方法的详细介绍,请参看综述文献

Shiyi Chen 等 ( 1998)。到目前为止, 格子 Boltzmann

方法在大气、海洋、河流、湖泊等大尺度流体运动中

的应用还不多见。程永光( 2000)曾经用格子 Boltz-

mann方法模拟了溃坝现象,但是所用的模型是一维

的。作者已经建立了一个描述正压大气的模型

(刘 峰等, 2003) ,成功地模拟了大气运动中的气旋

等现象。由于正压大气方程本质上就是浅水方程

(谭维炎, 1999) , 故在这一模型的基础上加以修改,

并应用于浅水动力学的模拟。

1  从离散动力学模型还原出浅水方程组
首先证明,从离散动力学模型可以精确地还原

出浅水方程组。

由于浅水动力学方程组不同于普通的二维流体

力学方程,它考虑均质不可压缩的流体,因而方程中

不出现密度,而代之以自由面高度 h, 侧面压力项是

由于流体质量水平分布不均匀的重力效应引起的,

形式上也不同于普通流体力学方程中的压强。因

此,必须重新建立适合于描述浅水运动的模型。作

者采用的格子 Boltzmann 模型是用米字形格子, 9种

粒子,可以沿 8个方向移动, 也可以静止不动, 如图

1所示。离散动力学方程如下:

f i ( t+ Dt , xA+ ciADt )- f i ( t , xA)= 8 i+ F iDt (1)

其中

8 i= -
1
S
(f i ( t , xA)- f

eq
i ( t , xA) ) , i= 0, 1, ,, 8

为了描述方便, 对空间坐标采用了张量形式的

记法。其中粒子分布函数 f i 的定义是: 在时刻 t , 位
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置 xA处,运动速度为 ciA的粒子数密度。指标 i 表示

粒子的种类, f
eq
i 是局地平衡分布函数, A= x , y 表示

两个坐标方向, Dt 是时间步长, S是无量纲弛豫时间

系数, F i 是考虑外力项, 如地形坡度力, 底摩擦力,

风应力,科氏力等, 满足 E
i

F iciA= hFA, 其中FA为单

位质量流体上作用的合外力, F i 还应满足 E
i

F i = 0

才不会破坏质量守恒。本文中取 F i =
f i

ciA
FA。

图 1 离散格子及粒子运动轨迹

Fig11 Discr ete lattice and the trajectory of particles

8 i为碰撞项,这里采用的是 BGK近似。在每个

格点上,粒子从周围 8个方向迁移过来并发生碰撞,

各种粒子的分布函数(即各种粒子所占的比例) 也

发生变化, 8 i 描述了由于碰撞所引起分布函数的变

化。整个碰撞过程满足质量和动量的守恒,即

E
i

8 i = 0, E
i

8iciA = 0 (2)

定义      
h = E

i

f i

huA = E
i

f iciA

(3)

其中 h 是自由面距离水底面的高度, uA是宏观速度

分量。

利用式(2) 容易得到  
h = E

i

f
eq
i

huA= E
i

f
eq

i ciA

(4)

通常的格子 Boltzmann 模型事先都作了无量纲

化处理,以便在分析过程中正确判断各项的相对大

小以决定取舍。本模型中取参考量 L , T , C, H , 其中

L , T 分别为流体运动的空间和时间特征尺度, 且满

足L = TC, H 是参考厚度, C = | cia | = 3gH 是粒

子运动的速度, 进行无量纲化:

�t = t / T , �xA= xA/ L , �h = h/ H , �uA = uA/ C

在后面的分析中,为方便计算,忽略掉表示无量

纲量的/- 0号。

由于实行了无量纲化处理,时间步长 Dt就成了

一个小量。

原始 Boltzmann方程是源于气体分子运动论的

观点,理想气体的平衡分布函数是Maxwell分布, 离

散 Boltzmann 模型中的平衡分布函数则是源自

Maxwell分布对速度的二阶Tailor展开( Shiyi Chen et

al , 1998)。当然, 用离散模型来逼近连续模型, 需要

重新确定系数, 一般的, 取如下形式的平衡分布函

数:

f
eq
i = w ih( A 0 + A 1ciAuA+ A 2 ciAC iBuAuB+ A 3U

2
) ,

i = 1, 2, ,, 8

f
eq
0 = h (B 0+ B3U

2
) (5)

其中 A, B表示坐标分量, 一项中相同下标表示求

和。U = u
2
+ v

2为宏观速度的绝对值。

(5) 式中各系数的取值因所模拟的动力学方程

而异。由于浅水动力学方程与通常的流体力学方程

不完全一致,因此, 在系数上也应当作相应修改。确

定系数的原则是要使得建立的模型能够以高精度逼

近宏观动力学方程和连续性方程, 一般可用待定系

数的办法, 结合质量和动量守恒准则(4) 并考虑对

称性定出每一个系数, 最后应用 Chapman-Enskog 展

开以验证模型的正确性。建立格子 Boltzmann模型比

较繁琐, 在一定程度上要靠经验, 但是应用模型进行

数值计算却比较简单,这是它的优点之一。

选取 w1 = w2 = w 3 = w 4 = 1/ 9,

w 5 = w 6 = w7 = w 8 = 1/ 36,

A 0 =
h
2
, A 1 = 3, A 2 = 9/ 2,

A 3 = -
3
2 , B0 = 1- (5/ 18) h, B3 =

- 2
3

为了从离散动力学方程还原出浅水方程, 先将

方程(1) 作Taylor展开到二阶

Dt
5
5 t

+ ciA
5
5xA f i +

Dt2

2

5
5t + ciA

5
5xA

2

f i

= -
f i - f

eq
i

S
+ F iDt (6)

方程(6) 可以看作是一个含有小参数 E= Dt ,以

t , xA为自变量的关于f i ( xA, t ; E) 的偏微分方程。而

且当 Dt y 0,为了方程两边的平衡, 必然有f i- f
eq

i y

0,也就是说,粒子分布函数必然非常地接近于相应

的平衡状态,因此可以将它在平衡分布函数附近以

小参数 E展开:

f i = f
eq

i + Ef
(1)
i + E

2
f

(2)
i + , (7)
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这便是著名的 Chapman-Enskog 展开 ( Chapman

et al , 1939)。

由准则(4) 及 E的任意性, 有

E
i

f
( n)
i = 0, E

i

f
( n)
i ciA = 0, n = 1, 2, , (8)

将展开式(7) 代入式(6) 分别保留一阶和二阶

小量,得到(Feng et al , 2001)

E1:
5f eq

i

5t + ciA
5f eq

i

5xA
= -

f
(1)
i

S
+ F i (9)

E2:
5f eq

i

5 t
+ ciA

5f eq
i

5xA
+ E 1 -

1
2S

#

5f (1)
i

5 t
+ ciA

5f (1)
i

5xA = -
f
( 1)
i + Ef (2)

i

S + F i (10)

方程(10) 比方程(9) 精度高一阶, 形式上更复

杂些。

如果只考虑一阶近似,对方程(9) 求零次矩,即

方程中每一项对指标 i 求和,

E
i

5f eq
i

5 t
+ E

i

ciA
5f eq

i

5xA
= - E

i

f
(1)
i

S
+ E

i

F i

由于粒子速度 ciA和弛豫时间系数 S均为模型

参数,它们不随时间和空间变化,因此在推导中作为

常数处理。利用准则(4) , 可得左边第一项等于
5 h
5t ,

左边第二项等于
5 huA
5xA

; 利用准则(8) , 可得右边第一

项等于零, 而右边第二项 E
i

F i = 0。因此得到宏观

的连续方程

5 h
5 t

+
5 huA

5xA = 0 (11)

对方程(9) 求一次矩,即方程(9) 中每一项都乘上 ciA

再对 i 求和

E
i

ciA
5f eq

i

5 t
+ E

i

ciAciB
5f eq

i

5xB = - E
i

ciA
f
( 1)
i

S + E
i

ciAF i

由准则(4) , 上式左边第一项等于
5 huA

5 t
; 由准则(8) ,

右边第一项等于零, 右边第二项 E
i

F iciA = hFA, 左

边第二项的计算要繁一点, 将平衡分布函数表达式

(5) 代入,可得E
i

ciAc iB f
eq
i =

h
2

6
DAB+ huAuB,其中 DAB

是Croneker符号, 满足 DAB =
1, A= B

0, A X B
最后得到宏观的动量方程(无粘性)

5 huA
5 t

+
5huAuB
5xB

= -
5
5xA

h
2

6
+ hFA (12)

如果要考虑粘性的作用, 则要用二阶近似,从方

程(10) , 将平衡分布函数(5) 代入, 分别求零次矩和

一次矩, 得到的连续方程是相同的,而动量方程多了

一个高阶的粘性修正,即

 
5huA
5 t

+
5huAuB
5xB

= -
5
5xA

h
2

6
+ hFA+

5FL

5xA
(13)

其中 FL =
Dt
3

S-
1
2

#

5 huA
5xB +

5 huB
5xA +

5( h2/ 2)
5t + 3#

5 huAuB
5t

常见的浅水方程没有考虑粘性的作用, 因为外

力项 FA的量级比之粘性项要大。为了检验本模型模

拟理想浅水方程的能力, 不妨把上述粘性力的表达

式看作是本文中建立的模型与理想浅水方程的误差

项。可以看到, 这一项与无量纲的时间步长( Dt =

E n 1) 成正比,还与 S-
1
2
成正比,这样便可以通

过调节弛豫时间系数 S,来调节粘性力的大小。

注意到上面得到的宏观动力学方程组是无量纲

的,所以形式上与通常的浅水方程组还不一致。为

此,在连续方程两端同时乘上HC
L

, 而在动量方程两

端同时乘上
HC
T

, 考虑 L = CT , C = 3gH ,故略去

粘性力, 并且把张量形式转化为普通形式, 可以恢复

出守恒形式的浅水方程组

5( hu)
5t +

5( huu)
5x +

5( huv )
5y = -

1
2
5( gh2)
5x + hFx

(14)

5( hv )
5 t

+
5( huv )
5x +

5( hvv)
5y = -

1
2
5( gh2)
5y + hFy

5 h
5 t

+
5( hu)
5x +

5( hv )
5y = 0

由于从离散动力学模型还原出的浅水方程组自

动具有守恒形式, 可以推想该模型在数值模拟中也

会保持良好的守恒性质, 这一点在后面的数值试验

中将得到充分的验证。

2  数值试验
211  一维溃坝现象

  一维溃坝问题具有解析解, 而且由于出现了间

断面(水激波) ,因此经常被用来检验格式的精度和

稳定性。作者采用苏铭德等( 1999)中的参数, 上游

水位为 9m, 下游水位为 5m, 不考虑摩擦、坡度等外

力因素,初始时刻速度为零, 有一拦水坝将上、下水

面隔开。假设水坝突然完全崩溃,上、下游水位在原

来水坝的位置出现突变, 从而激发出一个以固定速

度、固定高度向下游推进的水激波,在波前是未扰动
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的静止流体,波后流体则突然具有了速度,但是流速

远远小于波速; 与此同时,下游向上游则有一个退水

波(稀疏波)传播,与激波水位突变不同,退水波水位

是缓变的。

本文中模拟了溃坝波的行进过程。由于本模型

是二维的,为了直接用于模拟一维问题,而计算量又

不要太大,作者采用了 900 @ 5的网格, 网格尺度为

$x = 1m, 无量纲弛豫时间系数 S= 0. 55, 参考厚度

取为H = 100m, 粒子速度尺度 C= 3gH = 54. 2494

m#s- 1,时间步长 Dt= $x / C= 0. 0184s, 在 y 方向取

周期边界条件, 这样得到的结果在任意纵剖面都是

完全相同的, 因此实质上还是一维的。其中 1814s

和 3719s时刻水位和速度如图 2所示。图 2中实线

是计算值,虚线为理论值,可以看到二者吻合的相当

好,在陡峭的波阵面处, 既没有出现振荡, 也没有太

多的抹平,体现了精度和稳定性的统一。模拟的波

高、波速和波后流速的数值与理论值的对比如表 1

所示,可以看到它们是十分接近的。

表 1 计算值与理论值的对比

Tab11 Comparison between theory and calculated results

项目 激波水位 h ( m) 激波移速 V (m/ s) 流速 u (m/ s)

理论值 61848 8192 2140

计算值 61845 8193 2140

图 2 1814s 和 3719s 时刻水位图( a)和速度图 ( b)

Fig12 Comparison between computational results and theoretical solution at 1814 seconds and 3719 seconds after

dam breaking( a) hydrograph ( b) velocity

实线: 计算值; 虚线: 理论解

  由于这个算例比较简单, 正好可以用来校验本

离散模型与水流运动基本物理规律的吻合程度。

基本规律表现如下:

1) 由于两侧流体是静止的, 没有质量的流入流

出,所以总质量应该守恒;

2) 根据动量定理, x 方向总动量的变化率应该

等于 x 方向的合外力,即两侧压力之差;

3) 重力是保守力, 其它外力均不做功, 粘性力

(内力)做负功, 因此总机械能(势能+ 动能)应该随

时间呈下降趋势,下降速率取决于粘性项的大小。

数值计算采用双精度, 总质量,总能量、总动量

随时间的变化趋势如图3、图4所示。计算中取 g=

9. 81ms- 2, Q= 1000kg#m- 3, b= 5m为侧边长。(其中

质量和能量用初始值归一化, 以便于比较)。总质量

的最大相对误差为 9. 3 @ 10- 14, 在整个计算过程中

极好地保持了守恒性质。由于粘性作用, 总机械能

最终损耗了 0137% ,这反映在计算结果中是波阵面

拐角处的稍许抹平效应。总动量随时间是严格地线

性增长, 斜率为1. 3734 @ 106kg#ms- 2, 与两侧压力差

Qgb
2

(H
2
1- H

2
2)= 1. 3733 @ 106kg#ms- 2十分精确地吻

合, 这就很好地体现了动量定理。

检验结果表明,本文中建立的模型精确地反映

了浅水运动的基本物理规律,这是它的本质属性,也

是获取计算精度和稳定性的根本保证。

212  二维溃坝流

当水坝只是部分溃决,或者是开闸泄洪时, 流动

是二维的,这样的流动没有找到解析解。王如云等

( 2002)模拟了一个水库溃坝的流动, 本文中用相同

的数据进行了模拟。
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图 3  总质量和总机械能的时间变化图

Fig13  Time history of total mass and total mechanical energy
实线为总质量,虚线为总机械能(已用初始值归一化)

图4  x 方向总动量( @ 107)随时间变化图

Fig14 Time history of total momentum( @ 107) in the x direction

  模拟的区域为 200m @ 200m,中间用一个拦水坝

隔成相等的两部分, 左边水位为 10m, 右边为 5m,在

95 ) 170m处发生溃坝, 计算参数为: $x = 1m, Dt=

0. 0184s, S= 0. 55, 固壁边界处采用无滑的 bounce-

back边界条件。模拟 712s后的水位分布如图 5所

示,与王如云等( 2002)的结果进行对比, 二者具有相

当好的一致性。

3  结语
本文中建立了一个格子 Boltzmann 模型, 通过

Chapman-Enskog 展开可以得到守恒形式的浅水动力

学方程组, 与理想流体浅水方程组相比仅相差一个

可以灵活调整的粘性项。数值模拟一维溃坝激波和

二维溃坝急流, 结果与理论解和文献值吻合很好。

数值试验显示了本格式的精度和稳定性, 这与它严

格地满足质量和动量基本定律的本质特征是直接相

关的。由于本模型的计算过程完全是显式的, 格子

间的相互作用是局地的,因此非常适合于并行计算,

这充分适应了当前计算技术发展的趋势和大规模数

值计算的需要。加之算法比较简单,容易编程实现,

易于修改和移植(如考虑了微观动力机制后可以有

效地对泥沙和多相污染物输送进行模拟) , 因而在海

洋湖泊动力学和环境污染等领域有着广阔的应用前

景。

图 5 部分溃坝波的等水深线

Fig15 Isobaths of a partially broken dam
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LATTICE BOLTZMANN SIMULATION OF SHALLOW WATER DYNAMICS

LIU Feng, HU Fei

( Institute of Atmospheric Physics , Chinese Academy of Sciences, Beij ing , 100029;

Institute of Chemical Def ense, Beijing, 102205)
( Institute of A tmospheric Physics, Chinese Academy of Sciences , Beijing, 100029)

Abstract   A new lattice Boltzmann model was developed, which can recover the conservation equation of shallow water dy-

namics via Chapman-Enskog expansion. The theoretical analysis and numerical tests both show that this model strictly obeys the

conservation law of mass and momentum. The dam breaking flow in 1-D and 2-D is simulated, and the results are compared with

theoretical solutions and those from another paper. The agreements are satisfactory. The nature of the model means that it is good

at parallel computation and has broad prospects in the numerical simulation of ocean and atmosphere.

Key words   Lattice Boltzmann method, Shallow water equation, Conservation law, Parallel computing
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