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提要   通过构造带有随机初条件的微分方程, 论述了在线性海浪范围内动力学与统计学的

协调性,然后把水波动力学中的研究成果引进随机波面统计中获得了非线性波面的概率分布

形式 ,并由浅水因子和浅水波陡作为分布函数中的控制参量,从而发展了随机海浪的统计理

论。
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研究波浪通常采用两种主要方法,一种是动力学方法, 另一种是统计学方法, 前者的

数学基础是微分方程,后者的数学基础是随机过程(文圣常等, 1984)。用动力学方法研究

波浪有着辉煌的历史,它一直伴随流体力学的发展而发展。水波的三大方程(非线性耗散

波的代表: Burges方程;非线性色散波的代表: KdV方程; 非线性调制波的代表: Schrodinger

方程)就是该领域内最具代表性的贡献( Jeffrey et al , 1982)。随机过程理论应用于波浪研

究始于本世纪 40年代。经过半个世纪的发展, 它的两个主要方面:即波浪要素的统计分

布和海浪谱,均已取得相当令人瞩目的成果, 并在应用中已取得重大效益。

事实上,人们已经注意到, 将波浪动力学理论与观测资料结合起来, 带有较强的经验

性质,而在波浪统计学的研究中又缺乏与动力学结合的方法,尽管孙孚等( 1994)等从理论

上提出了由水波控制方程来确定分布参数的统计模型,但因其结果均涉及高阶谱,仍不能

从动力学中去计算分布的有关参数,故无法直接反映动力学因素。为此,本文试图将波浪

动力学研究中的 Stokes波理论应用到波浪的统计模式中, 并提出波浪的非线性概率分布

形式。

1  模式的建立
在海浪统计方法研究中, 经典的处理方法是视海浪过程为无数个独立随机变量之和:

F( t ) = E
]

n= 1
Fn( t ) = E

]

n= 1
ancos( Xnt + En) ( 1)

其中, t 为时间; F( t )为固定点随时间变化的波面; a为振幅; X为圆频率; E为 0 ) 2P范围

内均匀分布的随机位相(Longuet- Higgins, 1957)。由中心极限定理可推出随机波面服从

高斯分布,其他一些重要分布(如波高、周期等)则可由此导出。
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  另一方面, 海浪的运动规律须符合动力学原理,应受到控制方程及初始条件支配,模

式(1)也应体现这一特征。为此,可通过一个简单的随机动力模式进行论述。事实上,对

线性重力波,经分离变量后,关于时间的微分方程为:

Fdn ( t ) + X2nFn ( t ) = 0 ( 2)

故只要取随机初始条件为:
Fn(0) = ancosEn

Fcn (0) = - anXn sinEn
( 3)

则上述随机微分方程的解就是式(1)中的每一分波。这就说明了, 在线性海浪范围内,波

浪统计学与动力学理论是协调的。而式(3)可看作是海浪与外界作用而得到的初始信息。

在海浪的统计学研究中, 另一常用的假设是视随机海浪为窄带谱过程,它实际上是将

波面 F( t )表示成: F( t ) = a ( t ) e
i( Xt+ E( t) )

的形式(Longuet- Higgins , 1975)。它体现了振幅

和位相受时间的缓慢调制,如前言所述, 它必符合 Schrodinger 方程中振幅关于时间的演化

方式。而在缓变振幅与位相的近似下, 它亦满足类似于( 2)的方程,故只要振幅与位相的

初始信息分别为服从瑞利分布和均匀分布的随机量, 则由概率论知识, F( t )必为高斯过

程。

以上分析表明, 在线性海浪范围内,波面统计模式可通过构造带有随机初始条件的微

分方程来实现, 同时也能够加深对波浪的确定性与随机性对立统一的理解。然而,线性海

浪只是对客观事物的一种近似描述, 大量的事实表明, 非线性效应是一重要的现象。为

此,许多作者提出了很多方法(孙孚等, 1994;Tayfun, 1980)来研究非线性海浪的统计模式,

并且取得一些有益的成果,但仍如前言所述,在统计模式中,尚缺乏动力学因素。在这方

面出现的困难主要有两点:一是物理上的建模;二是数学上的求解。本文则根据非线性海

浪的一个重要表现特征, 利用在动力学研究中已取得的能反映这一特征的成果,提出非线

性海浪的统计模式。

事实上,海浪的一个重要表现特征是,波谷相对较平,而波峰相对较陡,在动力学理论中能

反映这一现象的正是Stokes波( Rayleigh, 1917) ,由此固定点随时间变化的波面可表示为:

F( t ) = aekF( t ) cos( Xt + E) ( 4)

其中, k 为波数,它通过色散关系与 X相联系。与经典 Stokes波不同之处, 就在于(4)式中

将含有随机信息项。利用波面方差 R可对上式无因次化,即令 F= RF*
, a= Ra*

, 代入( 4)

式,去掉/ * 0号后,有: F( t )= a eDF( t ) cos( Xt+ E) ( 5)

式中, D= Rk 为波陡。由(5)式得出: F0= F| D= 0= acos( Xt+ E) ( 6)

(6)式为线性海浪过程,其分布为高斯型: f ( F0)=
1

2P
e
-
F
0

2

2 ( 7)

由(5) , (6)可得 F= F0e
DF或: F0= Fe- DF

( 8)

(8)式建立了非线性海浪过程与线性之间的联系,特别以波陡作为控制参量。F的分

布函数为:

f (F) = f (F0)
dF0
dF

=
1

2P
| 1- DF| e- DFe-

1
2
F
2
e
- 2DF

( 9)

  从(9)式看出这是一个完全由初等函数表示的波面分布。它既避免了 Gram- Charlier

型分布中由 Hermite 多项式所带来的负概率事件( Longuet- Higgins, 1963) , 又比 Tayfun
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图 1 非线性波面分布随波陡 D的变化,

其中 D= 0 为高斯分布

Fig. 1  The nonlinear distribution of wave

with the wave steepness D, where D= 0

standing for Gaussian distribution

(1980)由积分定义的分布简单。当 D=

0,即略去非线性效应时, (9)式退化为高

斯分布, 而当 D> 0, 且逐渐增大时(表明

非线性增强) , ( 9)式偏离高斯分布的趋势

也与传统结果一致(图 1)。

2  受水深影响的波面分布
在波浪的动力学研究中, 水深 H 通

常是一个重要参量, 浅水波与深水波有

着显著不同的动力学性质。另一方面,

随着水深的变小, 浅水波陡 G(定义为波

高与水深之比)是控制波形变化的另一

个重要参量。然而, 到目前为止的关于

随机波要素的概率统计中, 仅在通过经

验拟合的分布里才出现过上述参量。在许多应用问题中, G不是小量,它必将对波面分布

产生重要影响。为此,类似于上节关于深水情形的处理,并参照佐藤清一(1954)对有限水

深Stokes波的研究结果,取固定点随时间变化的波面为:

F= asinhk (H + F) cos( Xt + E) (10)

仍以方差 R无因次化后, 有: F= asinh[ L(1+ GF) ] cos( Xt+ E) (11)

式中, L= kH (通常称为浅水因子) ; G=
R
H
分别为水波动力学中反映水深与非线性效应的

图 2 浅水波面分布随浅水因子( L)的变化

Fig. 2  The distribution of wave in shallow water

with the parameter of shallow water ( L)

图 3  浅水因子固定时,非线性波面分布

随浅水波陡 G的变化

(其中 G= 0 为高斯分布)

Fig. 3 When the parameter of shallow water

constant, the nonlinear distribution of wave

with the wave steepness of shallow water G ,

where G= 0 standing for Gaussian distribution
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图 4  浅水波陡固定时,非线性波面分布随

浅水因子( L)的变化
Fig. 4 When the wave steepness of shallow water

constant, the nonlinear distribution of wave

with the parameter of shallow water ( L)

重要参量。由(11)式得出

F= F0sinh[ L(1+ GF) ]或

F0=
F

sinh[ L(1+ GF) ] (12)

在水深影响下的波面分布为:

f ( F) =
1

2P

 1 - LGFcoth[ L(1+ GF) ]
sinh[ L(1+ GF) ]

 e
-

1
2

F
2

2sinh
2
[ L(1+ GF) ] (13)

  从 (13)式可以看出, 水波动力学

中的两个重要参数 L和G也是波面统

计分布中的重要参数。当 G= 0时,上

式可简化为:

f (F)= 1

2PsinhL
e
-

1
2

F
2

sinh
2
L (14)

这是受水深影响的高斯分布, 随着 L

的减小,分布较集中(图 2) , 说明浅水

中的波浪成分较深水为少, 在物理上

颇为合理。当 L一定时, 随着 G增

大, (13)式偏离高斯分布的趋势同深水情形一致(图 3)。考虑到 D= LG,可知受水深影响

的非线性波面分布仍同传统结果相似。此外,当 G一定时,随着 L的变化, (13)式的变化

趋势类似于(14)式(图 4)。这些都反映了把动力学结果引入到随机波概率统计研究中的

合理性。

3  结语
把动力学中的有益结果应用于随机波研究中可以提出新的波浪概率统计模式, 特别

是在非线性研究方面,优点更为明显。由本文的结果可以看出, 波陡不仅是波浪动力学中

的重要参量,而且是统计学中的重要参量,波陡的大小既能体现波面分布偏离高斯分布的

程度,又可做为控制参量描述分布函数的变化。除了偏度外,分布函数形式的另一个特点

是集中或分散的程度,传统的高斯分布经无因次化后的标准形式无论在何种水深条件下

均一样,而本文通过对受水深影响波面分布的研究获得了在物理上合理的函数形式,即浅

水波陡描述分布函数的偏度, 浅水因子刻划了分布函数集中或分散的程度,这就从理论上

丰富了传统的海浪统计理论。我们将另文做出理论结果与现场实测的比较以及与其他作

者的结果对照。
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THE APPLICATIONS OF DYNAMICS IN PROBABILITY

STATISTICS OF RANDOM WAVE SURFACE

HOU Yi- jun, LI Ming- kui, XIE Qiang,

YIN Bao- shu, SU Jing- zhi, YANG Lian- gui

( Institute of Oceanology, The Chinese Academy of Sciences, Qingdao, 266071)

Abstract   Applying some results of dynamics such as Stokes wave to the study of random waves, we obtained a

new model of probability statistics of waves:

f (F) = f (F0)
dF0

dF
=

1

2P
| 1- DF| e- DFe-

1
2
F2e- 2DF

  The excellence of the model is more notable in the study of nonlinear phenomina. According to the results of the

article , the wave steepness is an important parameter not only in dynamics but also in statistics. And the magnitude of

the wave steepness is able to show the degree that the distribution of wave surface deviates from the Gaussian distribu-

tion and to describe the change of the distribution function as a control parameter. The normal form of the traditional

Gaussian distribution keeps the same form in any kind of depth, but the distribution function can describe the degree of

the convergence or decentralization. This is another significance of the distribution besides the degree of deflection.

We got a function form which is valid in physics by the study of the distribution of wave surface that is influenced by

water depth:

f (F) =
1

2P

1- LGFcoth[ L(1+ GF) ]
sinh[ L(1 + GF) ]

e
-

1
2

F2

2s inh
2
[ L( 1+ GF) ]

  We can learn that the wave steepness of shallow water describes the degree of deviation and the parameter of

shallow water shows the degree of the convergence or decentralization. These could improve the traditional statistical

theory of waves.
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