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驱动非线性浅水波的行波特征研究
’

侯一药 尹宝树 谢 强 杨联贵
青岛 2 6 6 0 7 1 )
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郑全安卞

(中国科学院海洋研究所

, (美国特拉华大学

提要 采用带有外界强 迫效应的浅水动力学模式研究非线性波动
,

获得了依赖于外界输人

形式的驱动水波的行波解
。

研究结果表明
,

驱动水波仍具有非线性波动的一般性质
,

而 当外界

强迫波速与水波固有速度一致时
,

水波出现共振效应
。

并且外界强迫孤立子将导致驱动水波

孤立子产生
。

关键词 驱动 非线性浅水波 孤立波

学科分类号 P 7 3 1
.

22

非线性波的研究是流体力学中十分 活跃的研究领域 之一
。

由于各种渐近方法 的引

人
,

在这方面已取得 了一系列重要的研究成果 (氏bna th
,

19 9 4)
。

浅水波在实际应用中的重

要性
,

也引起了人们 的极大关注
,

如 B o us sin e sq 方程和孤立波 (梅强中
,

198 4) 的导出等
。

但

是
,

这些研究多限于 自由波方面
,

对于驱动水波或带有外界强迫效应的现象研究甚少
。

本

文 研 究 了带 有 驱 动 项 的非 线 性 浅 水 方 程 组
。

通 过 一 个 简单的 模式
,

采 用 类似 于

Phi lli Ps (19 7 7) 关于短波的问题的研究方法
,

求得了驱动非线性水波的特解
,

论述了孤立波

具有跨介质传播的特征
。

1 模式的建立

在浅水或静压意义下
,

描写 自由波 的控制方程可表示为 (W hi th am
,

1 9 7 4)
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式 中
,
t是 时间 ; x 为水平坐标

; u
为流体质点速度

; 叮为波面位移
; H 为水深

; g 为重力加速

度
。

若略去式 ( l) 中非线性项
,

则可导出没有频散效应的长波运动方程
,

即典型 的双曲型
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其 中
,

C = 丫g H 通常称为典型波速
,

也是常水深 自由波的固有
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为研究非线性模式的行波解
,

令
u = 。

(约
,

叮 = 叮(约
,

歹= 权x 一 ct)
,

其 中k 为波数
; 。
为

波速
,

代人式 (1)
,

得
:
(一

+ u
)
u ‘ + g 刀‘ = o

(万 + 功
u , + (一 e + u )丫 = o

,

其中
“‘ ”

表示 对歹求导
。

从行列式
:

丰。
,

推知 u’ = 0
,

刀‘ = 0
.

因此
,

除了
“ = co ns t

.

和 叮= co ns t
.

这一平
一 C + U

材+冲e+一H

凡情形外
,

不存在任何其它形式的定形波解
。

产生这一现象 的物理根源为
:

式 (l) 为没有频

散效应的双曲型方 程组
,

非线性项 的存在将使波峰变陡
,

最终破碎 (Sto ke r ,

19 5 7 ; Ti an
o t

al
,

19 94)
。

事实上
,

在气体动力学里
,

方程组 (l) 已被用来解释激波的形成 (W hith am
,

19 7 4)
。

因此
,

为使方程组的定形波解存在
,

必须引进其它动力学效应
。

例如
,

若引进旋转效应
,

就

是 描述 非 线 性惯性 重 力波 的方 程 组 (Pe d los ky
,

19 8 7)
,

而 引 进 动压 效应
,

则 是 浅水 的

Bous si ne sq 理论
。

在本文的研究中
,

当式 (l) 中引进外界强迫效应时
,

就成为驱动水波问题
。

在方程组 (l) 中引进外界强迫效应后
,

变为

{
刁u

.
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(H + 刁)』= O

其中
,

p为水密度
;

伪外界强迫力
。

当 : 羊 0 时
,

表明水波为受外源驱动的系统
。

对于一般的议x
,

l)
,

求 (2) 式的解析解极 为困难
。

为此
,

可参照 Phi lli Ps 关于短波 问题

的处理方法
,

取议x
,

t) 二 迁k (x 一 。
t)]

,

即把外界强迫力取为某种行波系统
,

以此来研究驱

动非线性水波的特解
。

首先
,

将方程组 (2) 无量纲化
,

令 二
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式 中
,

带
“ , ”

号 的量是无 因次量
,

而 法 U 和 n分别表示振幅
、

速度和外源强

迫力的特征尺度
。

将上述无因次量代人方程 (2)
,

去掉
“ * ”

号
,

有

_ J l-- 刁叮
,

二 一 g 月找花尸 宁
口 X

ll 公

PH (l + e
功

[ u (l + ￡刀)] = 0

此处
, 。 = A / H 为水波的非线性控制参数

。

由第一式的后两项同量级可定出n 二 p 月kg H,

而由第二式的两项 同量级可定 出 U 二 A c / Ho 因此
,

同浅水 自由波一样
,

驱动水波仍具有

三种独立的长度尺度
,

即波幅 A
、

波长 2 7T / k 和水深从 所不同的是
,

这里的波幅和波长取

决于外源强迫
,

它们和强迫波速
。 一起

,

决定了驱动水波的基本特征
。

无量纲的驱动水波控制方程为
:

{
,
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。
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其中
,

, 一

二
-

g万
任
下
为强迫波速与水波固有速度之比的平方

C
-

2 驱动非线性浅水波的行波特解

为研究方程组 (3 )中行波解
,

令
u = u( 豹

,

叮 = 叮(约
,

这里的无量纲歹为 x 一 t
,

代人 (3)

中
,

有

「双
一 。, + 。。 、产

)
一 丫 +

万二
1

, 一 _ ,

‘ 十 : 。

L 一 叮
’

+ [ u (l + 。勺)J
‘

= o
(4)

将 (4 )式之第二式积分一次
,

取积分常数为零
,

导得
: “ =

将两式代人 (4) 式之第一式
,

可导得
:

刀

l + ￡叮

叮
‘

(l + 。。)”

「
.

兄 1
,

1 1 + ￡刁一 下丁
- 甲一甲下瑟l刀

,

= 公

L 、l 一 ￡叮, J
(5 )

两边对歹积分
,

有
:

君
,

叮+ 二 刀
-

一
乙

兄叮
_ _

。

一
二 二 厂

l + ￡叮
(6 )

其中
,

二 一

丁
·d ;

,

表示夕卜界强迫“势
。

把 (6 )式稍加变换可导得关于 刁的三次代数方程

专叮’ + 母
。刁, + (l 一 兄一凡)刀一 F = 0

乙 乙
(7 )

由于三次代数方程必有实根
,

故对任何形式的外界强迫
,

(7) 式 的实解总是存在的
,

即

驱动水波问题总是有解的
。

另外
,

若输入 F 关于歹是周期的
,

则驱动水波亦有周期解
。

在 叮的求解上
,

为了避免复杂的根式计算
,

可以针对
。
为小参量这一特点

,

对 (7) 式求渐

近解
。

为此
,

令

。 = 。。 + 。。, + 。 , 。2 + O (
e , ) + ⋯ ⋯ (8 )

代入 (7 )式
,

得
: 。。

阶
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:
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解得
:
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(9 )

4矛 十 5兄 _
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户
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因此
,

在准确至
e Z
阶时

,

可导出

F

刀 = 了二及
l + 2兄

2 (l 一 兄)
’

e F Z +
4 兄2 + 5兄

2 ( l 一 兄) 5
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图 1 输人简谐函数 (a)
、

分式简谐函数 (b)
、

椭圆余弦函数 (c)
、

双曲函数 (d) 时的输出结果

Fi g
.

1 T lle re su lt o f i n Pu tu ng h
arm

o ni e fu nc ti o n (a)
、

m 比 ti o n a l ha llllo ni e fu nc 6 o n

(b )
、

e lliPti e fu n e ti o n (c )
、

场 pe th o li e ft ”Ic ti o n (d)

(虚线 F代表输人
,

实线刃代表输出 )

图 la
:
F 二 c os 易简谐函数

,

表明外界输入为小振幅波
; 图 lb

:
F 二

c o s万

1 一 了 e o s荟
’ 分式简谐函数

,

表明

外界输人为有 限振幅波 (侯一箔
,

1 9 9 4) ; 图 lc
:
F = cn

Z吞椭圆余弦函数
,

表示外界输人亦为有 限振

幅波 (梅强 中
,

19 8 4) ; 图 ld
:
F = sec 矿 示双曲函数

,

表明外界输人为孤立波 (梅强中
,

19 84)

( 10) 式即为驱动非线性浅水波的行波解
。

它主要取决于外界输人的形式 (图 l a
一d)

。

3 结果与讨论

不同于 自由水波
,

当外界输人为行波系统时
,

驱动非线性水波将具有行波形式的解
,

该解主要取决于外界强迫波的形式
。

而且从渐近解 ( 10) 式中可以得出如下结论
:

3. 1 波解的主部 〔( 10) 式 中第 一项 ]保留了外界输人 的形式
。

但是当兄一 l时
,

波解趋于无
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穷
。

表明 当外界波速与水波 固有速度趋于一致时
,

驱动水波将产生共振效应
,

这与传统的

水波共振原理相符
。

3. 2 当兄> 1时
,

波解 主部与外界输人符号相反
,

表 明当外界波速大于水波固有速度时
,

驱

动水波存在着位相延迟
。

例如
,

当输人为 00
5歹时

,

输出比例于 一 co
s了 = co

s
“ + 兀 )

,

由于 :

为小参数
,

故无论是 (7) 式或 (10 )式的波解
,

以上两性质基本保留
。

3. 3 同其它非线性波动现象一样
, 。
高阶项 的存在

,

将导致驱动水波出现倍频效应
。

即类

似于 S to ke
s
波的分波展开

,

即使输人 为简谐波时
,

输出亦是如此
。

例如
, c os

Z

种的 co
sZ示

3. 4 当输人为分式简谐函数或椭圆函数这两种有限振 幅波时
,

驱动水波仍然保持着波峰

陡峭
,

波谷平坦的非线性特性 (梅强中
,

198 4)
。

3. 5 若外界强迫为孤立波时
,

驱动水波亦是孤立波形式
。

特别是 当兄> 1时
,

输人上凸孤立

子
,

输出为下凹孤立子
;而输人下凹孤立子

,

输出为上凸孤立子
。

人们早就发现 (W 瓦th am
,

197 4)
,

当两个孤立波发生碰撞后
,

仍然以孤立波 的形式继续传播
,

且保持形状不变
。

本文

的结果则论证了孤立波具有跨介质传播 的特征
。

其形状除了根据外界强迫波数与水波固

有波速的相对比值有放大或缩小甚至颠倒 的趋势外
,

还 由非线性项的存在有些微小 的改

变
。
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