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二阶非线性随机海浪波面高度和波面

垂直速度的联合分布
’

管 长 龙
(青岛海洋大学物理海洋研究所

,

物理海洋实验室
,

青岛 2 6 6 0 0 3)

提要 基于 L on g ue t一比 gg ins 提 出的非线性随机海浪模型
,

在二阶近似下通过直接计算联合

分布 的各阶矩
,

导出 了非线性海浪波面高度和波面垂直速度的联合分布
。

该分布为非正态
,

其

形式为截断的级数
,

而非由累积矩母函数方法可能得到的渐近无穷级数
。

由于非线性的影响
,

波面高度 与波面垂直速度不再相互独 立
。

关键词 非线性 波面和波面垂直速度 联合分布 海浪

以往
,

由非线性随机海浪模型 ( oL ng ue --t iH g g ins
,

19 63 )导出海浪要素的统计分布均采

用 累 积 矩 母 函 数 (c um ul an --t g e ne ar it ng fu nc it o n) 方 法
,

得 到 的 分 布 为 渐 近 无穷 级 数

(助
n g u e卜H i g g i n s ,

一9 6 3 ; J ac k s o n ,

19 7 9 : s r o k o s z ,

19 8 6 )
。

在应用 中只取级数前几项
,

舍

去高阶项 的根据是 由于样本的涨落
,

高阶累积矩不可靠
。

然而
,

H u
an g 等 ( 19 80) 的实验表

明
,

高阶累积矩的分散很小
。

孙孚等 ( 199 4) 在三阶近似下
,

用直接求矩方法导出非线性海

浪波面分布为截断的 。
.

a l l l一 C h盯 il e r级数
,

从物理上解 释了 H au gn 等 ( 198 0) 提出的问题
。

管长龙等 ( 19 9 6) ”
应用直接求矩方法

,

在更普遍的情形下给出了级数的截断与非线性随机

海浪模型近似阶次的关系
,

进一步解释 了 H au gn 等提 出的问题
。

本文工作的出发点为 :

( l) 迄今在文献中尚未见到非线性海浪波面高度和波面垂直速度 的联合分布
,

无论从海浪

统计理论本身还是从实际应用方面来看
,

均有必要给出这一联合分布 ; ( 2) 直接求矩方法

在导出非线性海浪波面高度统计分布 (为单随机变量分布 )上
,

给出了具有物理意义的理

论结果
。

无疑
,

将其应用于非线性海浪要素联合分布 的研究是有意义的理论探索
。

1 非线性随机海浪模型

依 oL
n g ue --t iH g ig ns ( 19 63 )

,

非线性 随机海浪的波 面高度刀可表示为 :

刀 = 刁
; + 刁

: + “
`

( l )

其中
: 。 , 一 ia q

,

。 2 一 气吞今
,

`
;
一 民co

s
吮

,

叭一 k
, · r 一 。厂+ 气

。

式 中
, r 为静止水面上的位

置矢量 ; a , ,

吮
,

。
,

k 分别为第 i 个组成波的振幅
、

位相
、

圆频率及波数矢量 ; 气为第 i 个组
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成波的随机初位相
,

均匀分布于区 间 【o
,

2 兀 ]上 ; a,, “ ; ,

为系数
,

其中气 体现 了两个组成波

间的相互作用
。

对于深度为 d ( , )的不可压缩无旋运动的理想流体
,

这些系数原则上可 由

下列方程确定
:

△甲 = 0

日甲
.

_ _
.

1 。
_

_ _

不
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, 一 三
v 甲

’

( 一 d簇 : 簇 叮)

: , +

合(瓮)
2

一 (一
“ ,

刁俩 己刃
.

。
_

_ _

。 _

~

言一 一 下厂 一 v 华
一 v ,l

口 Z 口 I

( 2 )

(艺 = 叮)

豁
+ 甲 ,

·

甲 “ 一 0

(z 二 一 内

式中
,

甲为运动势函数 ; △为三维 aL lP ac e
算子 ; 甲为二维梯度算子 ; 二轴铅直向上

。

由式 ( l)

、 伯 二
. , 。山 、 千 古啸宙 二 刁叮 本

_

川 ,寸 岁 U划又 四 田巴 」到
J
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,

刀
·

口 l
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式中
: 斤

, 二 代。
;

粼 斤
2 二 气(曰点叮

+ 叭缤动;… ;互= 一 “
,is
“
礁

。

2 矩的计算

当非线性随机海浪模型取至二阶近似时
,

海浪波面高度和波面垂直速度分别为
:

( 3 )

{
刀 = 叮一 + 刁2

斤= 斤
1 + 斤

2
(4 )

若在 丫丫(m
, 。 为正整数 )中计及二阶量 。 2 ,

斤
2

的影响
,

则应至少保留至包含 。 2

(或户
2

)的一次

幂的项
,

即 :

l一2

一一
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5
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到奇数个随机量乘积的均值为零
,

可以直接计算式 (5) 右端诸项的均值
。

不失一般性
,

可取 a = 1
。

计算结果为
:

( 5 )

成
,
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,
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式中
,

M, N为正整数
。

若记 U = 续或 = 互或
,

则有 :

郭
一

豁
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式中
,

E ( k) 为线性意义下 的海浪波数谱 ;系数 C (… )为反映不可约祸合波一波相互作用的

量
,

如 C ( 12 ,

2) 表示由 2 个一阶量和 1个二阶量构成的不可约藕合波
一波相互作用

。

将式

( 6) 代人式 (5 )
,

得到 :

~
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3 联合分布

依概率论
,

联合概率密度分布函数 f (叮
,

动的特征函数为
:

, ( ,。
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将式 ( 8) 代人式 (9 )
,

得到 :
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讨
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2 ) ( 110)

联合分布 f (毕 动可由特征函数代 (i ot, it l

)的傅 氏逆变换求出
:
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将式( 1) 0 代人式( 1 1)
,

得到非线性海浪波面高度和波面垂直速度的联合分布为
:

f (刁
,

2 7T ao al

X p

「
一

喜(。
2 、 。 2

)

1「
l 、

塑
拭 (· )
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(C 12 ,

2 )
+ 2

—只
。
巧
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2 )
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I

( u )从 ( v ) +

—
从 ( u )

a0
( 1 2 )

式 中
, 。 一 卫

, 。 一 卫
,

nH (x) 为 。 阶 H e

mr iet 多项式
,

前三阶的形式为 :

只
,

al

{
H

I

(x) = x

从 (劝 = 万 一 l

从 ( x) = 丫 一 x3

( 1 3)

式 ( 12) 表明
,

考虑了非线性的影响后
,

海浪波面高度和波面垂直速度的联合分布不再

是正态的
,

而且式 ( 12) 亦不能分解成 f (刁
,

的 = f (功 g (动的形式
,

即波面高度和波面垂直

速度不再是相互独立的随机量
。

若不考虑非线性 的作用
,

即 C ( 2)
,

C ( 12 ,

2)
,

C ( 12 ,

2) 均为

零
,

则式 ( 12) 恢复到线性的结果
,

为二维正态分布
。

将 f( 刀
,

动对户在 「一 co
,

co ]上积分
,

则

得到 :
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与单独讨论非线性海浪波面统计分布时得到的二阶近似结果一致
”

。
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图 1 联合分布 f (u
, u

)的等值线

H g
.

1 ls o l in e s o f J o 一n t d一s itr b u t io n
`

f (
u v )

a
.

二阶非线性结果 ; b
.

线性结果
。

从式 ( 7) 可见
,

式 ( 12) 中 H e

mr iet 多项式前 的系数是从海浪的内部结构 即谱 与波一波相

互作用的角度描述了波面高度和波面垂直速度的联合分布
。

这些系数可由联合分布的各

l ) 见第 5 0 3页脚注 l )
。
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阶矩表示
。

由式 ( s a )和 ( s ) c可得到 :

代
一
瓶

,

试
一
振

,

以 2) 一
嘶

2 (C l

(C 12

2 ) 一

告
。 1 2 一

合
。 ; 0。二

2 ) 一

去
。 : 、, 一

告
。 , 。。 2。

( 15 )

这里
,

召 , 二 丫扩
。

将式 ( 1 5 )代人式 ( 1 2)
,

可得到以矩作为参数的联合分布
。

为便于实际

应用的形式
,

联合分布 f ( 。
, 。 )的等值线 (图 l) 表明了二阶非线性结果与线性结果的差异

。

4 结论

4
.

1 研究认为直接求矩方法用于导出联合分布是可行的
,

得到的海浪波面高度和波面垂

直速度的联合分布为截断的级数
,

而不是 由累积矩母函数方法可能得到的渐近无穷级数
。

当非线性海浪波面取至二阶近似
,

相 当于物理上仅考虑了 C ( 2)
,

C ( 1
2 ,

2)
,

C ( 1
2 ,

2) 三种非

线性波一波相互作用的类型对联合分布的影响
,

并决定了式 ( 12) 截断于 从
。

.4 2 由于非线性的作用
,

海浪波 面高度与波面垂直速度 的联合分布为非正态的
,

并且二

者不是相互独立的
。

.4 3 虽然本文只就二阶非线性近似导出波面高度与波面垂直速度的联合分布
,

但此一思

路可适用于三阶或三 阶以 上近似的情况
。

同样
,

虽然本文只就两个随机就量的联合分布

进行了讨论
,

但直接求矩方法可用于三个或三个以上海浪要素非线性联合分布的推导
。

本文为理论性工作
,

所导出的结果还有待于进一步的外海观测或室内实验加以 验证
。
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