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直立椭圆柱体重力场的谱分析及其应用
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提 要 利用傅里叶积分变换法导出了埋藏的直立椭圆柱体的重力场在频率域中的解

析公式
,
依此得到了确定此直立椭圆柱体尺寸的公式

,

提出依据这些重力公式来计算侵人大洋

地壳中的地慢柱的尺寸和洋壳厚度的方法
。

关键词 重力反演 谱分析 直立椭圆柱体 洋壳厚度

在重力勘探理论中
,

直立椭圆柱体的反演问题至今尚未解决
。
困难在于

,

在埋藏深度

和柱体尺寸未知的条件下
,

一个椭圆柱体在某个观测平面 (如海平面 ) xo y 上产生的重力

场 g (
x ,

力 虽有其明确的定义 [见公式 ( 1 )〕
,

但却不能表达为解析公式
,

只是在给定了

柱体的埋深及尺寸的具体数值后才能对这个定义所规定的积分进 行 数 值 计 算 (N ag y ,

19 6 6 )
。

若椭圆柱体的埋深及尺寸可以任意取值时
,

那么随着取值情况的不同
,

它却能作

为许多地质客体的模型
,

例如作为侵人大洋地壳中的地慢柱的模型
。
因此

,

求出直立椭圆

柱体重力场正反演的公式解不仅是个理论问题
,

而且具有应用价值
。

1 方法

采用傅里叶积分变换的方法导出重力芷演公式
,

然后对这些公式进行理论分析得出

易于反演的计算公式
。

结果如下
。

2 结果

.2 1
·

正演公式 在由长宽高确定的自然空间 (其坐标系 少勺 )z 中
,

密度值为
`
的直

立椭圆柱体 (口 ) 在观测平面 。 y 上产生的重力场 g (
x , y ) 是由下式定义的 ( 图 1 ) :

、 .产ó、产、 ,了J
.几,̀,j且了、/.、

产

`
、: (

二 , y ) 一 G ·

!{{ [ (
x 一 杏)

,

+ ( y 一 刀)
,

+ g
,

1
,` ,

d口

其中
,
G 是万有引力常数

, d口 一 菇d刀心
,

位于 馆
, 刀 ,

约 处 ;而口 则由下式界定 ;

/ 石、 2
.

/ 刀 、 2 ,
. , ,

一 、 一
, ,

戈言) 十 、了) 头
` ’ 月 ` 气 ` 头 月 ,

易见
,

柱体的高是 h 一 H :

一 H
: ,

它的体积是 : V 一 二 ab h 一 二ab ( H Z

一 从 )

记 i 一 了石
,

并对 g (
二 , , ) 进行如下的傅里叶变换

:

、、
产、 、产连

.úó7
扮

了、了、

口

F (一 )一

!!
g (一 y )

· - ` (

一
` · d y

一 口

于是由式 ( l) 及 ( 4 )可有 (先对
x , y 积分 )

: F (
u , ,

) 一
G ·

!!!
A d “

自选课题
。
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其中
,

由于

幻

{)币万万丁石二
目

万不万砰
· “ 一 “ “ ’ ` “ ” “ ` ,

( 6 )

杏 _

[ (夸一 x
)

,

十 勃 一 y )
,

+ 雪
,

]
3` ,

口 一 1

可斌定爵二万不万不不下干于
’

又 G r a n t 等 ( 1 9 6 5 )给 出了 :
介
11

一

万一犷于节一: 一于~ 一弋千 d x d y 一

兰二丫
x `

十 犷十 扩

2 , e 一 }
: l

侧瓦万

丫扮
’

书护
( 7 )

。 一
,

口 f f e 一 i ( “ , + “ , )

因而
, A 一 一子 } } 一

—
· c一助` 十均

, ·

dx 办
一一 a 七 J J

`

/砂 二
今

,2 去 川. 、 : 奋 丫 x 一 十 y
一

十 ` -

这其中已先对 ( 6 )式进行了代换
x 一 若*

x , y 一 : ” y 。

注意到图 1 中有 g > 0 ,

并利用

式 ( 7)
,

现在有
:

汉 一 2二 e 一` (“ 。+ · , )

一三鑫-
.

立
。 一 : 丫奋不万

、 ,了、2QO02
/、̀t/、

产

!
口ù

I
Jg

即

从而

办
,

+ , ,
a g

汉 ~ 2二 e 一 : 斌孤不
一 i ( u : + , , )

; (
“ , ·

) 一 2对 e ·

}
。 一` “ ; 不子一` (“ ` + , , )J夕

利用式 ( 2 )
,

先对 乙积分
,

有 : F (
“ , ,

) ~
2淤 G c

了
u , + “ ,

[。 一 H :
犷奋不; 一 。 一 H :

犷丁不 1
.

召 ( 1 0 )

这里
, 一

!!一
` + 一 ’“ ` ”

( 1 1 )

X是
(各)

’ +

(会)
’ 、 1

、 。 。 夸 _
_ _ _ _ 。 刀 _

_ _ : _ 。 J 七 J _
_

_ : _ 。 _ J。 。 、 二 , ; ; 二。 _ ~ _ 。 _ _ _ _ _
二

.

_ 。
_ : _ _

月关 1 与王声心 — 一
, ` u ) U , 甲厂一

, b 几
从 L, , “ 5 “ ,I 一

u 夕 了 “ , “ 以 , l曰 “ U 汀 l / \ 卜U 勺 u “ 一 八 ` 。 。
沪

, U 夕
一 几 s l u 叨 -

口 b

这里

于是

R 一 丫(而)
乏不又茄夕

,

一
`

{;
r J·

!:
“

一
“
一` o

( 1 2 )

( 1 3 )

由于积分式
“ (幻 一

六
e一 i ’ “ o ` ( a一 甲 )d o ( 1 4 )

正是零阶贝塞尔函数
,

因此
,

式 ( 1 3 )可写成 。 一 2二 · ”

!;
J。 ( “

·
)
·、 二

再利用公式
二 J 。

( 万 ) 一 [
: , 1。 ) 1

尸 ,

就有 。 一 2型些 z ;

(尺 )
R

( 15 )

其中
,
J

;

是一阶贝塞尔函数
,

且 J :
(
口
) ~ o ,

现在式 ( 10) 变成
:

F (
二 , ,

) 一
4尤 ZG c a b

了
u ,

十 “ ,

(
。一 “ , “

而
一 。 一 H :

“

而尸送些R ( 1 6 )

用 M代表椭圆柱体的总质量
,

那么 M 一 V ` 一 7at b ` h 一 二。 b `
( H Z

一 H :

)
。

写成 F (
u , 。

) 一 4二 G M F I

(
u , ,

) F Z

(
“ , ,

)

因而式 ( 1 6 ) 可

( 1 7 )
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其中
, F :

(
u , 。 ) 一

e 一价斌
~

乒石 一 e 一热斌 ; 可矛

( H Z

一 H ;

)丫歹不
一~

奋

, ;

(丫(
。 “

)
,

十 (云
,
)

,

)

了(
。 ,

)
,

+ ( , ,
)

,

( 1 8 )

r Z

(
。 , 。 ) 一 占塑 2 ( 19 )

图 1 直立椭圆柱体

F i g
.

1 V e r t i c a l e l l i p t i e e y l i n d e r

2
一

2
一

l 柱体总质量 M 计算公式为

这样
,

在自然空间 (
x , y , z

) 中由式 ( l )

所定义但无法解析表达的函数 g (
x ,

力
,

在频

率域 (
“ ,

刃 中得到了解析表 达 式 ( 1 7 )一

( 19 )
,

并且在其中标志直立椭圆柱体特征的

参数 M (总质量 )
, H :

(顶面埋深 )
,

H :
(底面

埋深 )
,
人一 H :

一 H ;
(柱体高度 )以及

a , b

(柱体横截椭圆的二个半轴长度 )已经与表达

式 F (
“ , ,

) 相直接联系
。

.2 2 反演公式 如果通过测量有 了 g (介

力 资料
,

例如在海平面上或是某个解析延拓

所达的平面 (取为 xo y 面 )上的资料
,

那么由

式 ( 4 )可直接计算出它的谱值 F (
“ , ,

) 来
Q

依下述公式
,

可由 F (
“ ,

刃 算出
。 ,

b 及 人

的数值 ;而有了这些数值
,

埋深 H :

就不难用

拟合法确定
。

材 一 旦边里卫) ( 2 0 )

2兀 G

事实上
,

由定义式 ( 4 )有 F ( o , 0 ) ~ g (
x , y ) d x d y ( 2 1)

.

1
ù.

1
é

把式 ( l) 代人式 ( 2 1) 式
,

并先对
x , y 积分

:

取换元

以及

x 一 夸一 : , y 一 刀 一 t , d x d y 一 d , d t ;

一 了万不下
, , 一 ; c o s

o
, , 一 , is n o

, J ,、 , 一 , J r ` o

斌一圈一一易得
雪r d r d s

[ (
二 一 杏)

2

+ ( y 一 刀 )
2

+ 亡
2

]”
2

[ r ,
+ 亡, ] ’ l ,

咖盯月00

{{
乙d x d y ~

因为 : > ” ,

,: }一 :
,

于是 F ( 0 , 0 ) 一 2 , G ·

{!{
` “ 一 2 7t G 。 ( 2 2 )

D

而这就是 ( 2 0 )式
。
另一方面

,

由式 ( 1 7 )一 ( 19 )亦可得式 ( 2 2 )
。

由于 F :

( o , o ) 及 F :

( o , o )

均为

号
型不定式

,

故由式 ( ` , ,出发计算 F (”
, 0 , 应计算

:

il m F (
。 , ,

) 一
翻 4 0
盯斗 O

4 , G M
·

il m F :

(
“ , 。

)
·

il m F Z

(
“ , ,

)
二端

( 2 3 )

由于 李 (
。一 “ 1 ,

一 e一 H : ,

)
J t

一 H Z e 一 H ` ,

一 H
: e 一 H ` , ,

当 t 、 o 时它取值 11 2

一 H : ;并且
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箭
〔 (H

Z

一 “1

’ ` , 一 “ 2

一 “ 1 ,

因此
,

记 , 一 丫泛干手
,

就有 :

il m F
:

(
“ , 。

)
臼 , 0
F咔 0

又
, il m F Z

(
u , ,

)
F咔 0

因而

所以
,

~ il m
盆 4 0

~ il m
R峥 O

e一 H l 口

一 e 一 月 2 ,

( H :

一 H ;

) t

丝互二卫
鱼一 1

H Z

一 H I
( 2 4 )

J :

( R )
R

= il m J ;( R ) 一 J ;(
口
)

,

il m F Z

(
, , ,

) 一
口 4 0
岁峥 0

( 2 5 )
l一2

il m F (
u , ,

) = 2、 G M
翻咔 0

( 2 6 )

这就是 ( 2 2 )式的结果
。

式 ( 2 2 )及 ( 2 6 )还指明函数 r (
, , t,

) 在 ( o , o )处的连续性
,

从而补

充证明了式 ( 1 7 )一 ( 1 9 )亦适用于
“

~
,

~ 0 的特殊情况
,

即

il m F (
。 , ,

) ~ F ( o , 0 ) 一 2 , G M
即 咋 0
p . , 0

( 2 7 )

.2 .2 2 柱体的横向尺寸
a , b 由于 H :

> H
:

(图 l)
,

因此由式 ( 18 )可见
,

对一切
, , ,
值

有 : F l

(
。 , ,

) > 0 ( 2 5 )

故由式 ( 17 )及 ( 2 8 )知
,

条件 F (
u , ,

) ~ o ( 2 9 )

与条件 F Z

(
“ , ,

) ~ 0 是等价的
,

即与条件 J :
( R ) ~ o ( 3 0 )

是等价的
。

注意到式 ( 1 2 )
,

若记方程 ( 3 0) 的正根 (有无穷多个 )为
:

R : , R Z , R 3 ,

…
, R ; ,

… ( > 0 ) 则 J :

( R , ) 一 o沃 一 1 , z , 3 ,

… ( 3 1)

现在先取
, 一 o ,

记满足条件 F (
“ , 口

) 一 0 的
“
值 (先考虑正值 )各为

, , , u Z ,

…
, “ * ,

…
,

即 F ( “
1 , o

) 一 o ,

F (
u Z , o

) 一 0 ,

即 F (
“ * , o ) 一 0 ,

反一 l , 2 , 3 ,

… ( 3 2 )

那么由式 ( 3 0 )及式 ( 1 2 )必然有 : a “ :

一 R
: , a 价 一 R

Z ,

…
, a “ * 一 R ,

…
,

因而
。 一

R更

二下
,

反
“ 及

一 l , 2 , 3 ,

…

黔cuF

( 3 3 )

式 ( 3 2 )及 ( 3 3 )给出了求
。
值的公

式
。

各 R , 的数值完 全 是 确 定

的
,

它们是 J
l

( R ) 一 0 的根 (图

2 )
,

例如 : R :
= 3

.

8 3 ,
R

Z

= 7
.

0 2 ,

R 。
一 20

.

1 8 , R ;

一 1 3
.

3 2 等 等 ;

此后有足够精确的关系式 R针 : “

R , + 3
.

1 4 16 成立
。

同样
,

若 先

固定
“ ~ 0 ,

并记满足条件 F ( O ,

/// 入入
厂厂 \ /

一
、

\
\\\

,,’’’......-xt /,;.’ 火
一一

6 9

X

J,

( R ) 的图形
r v e o f f u n e t i o n J :

( R )
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,
) 一 0

若

的各
“
值 (先考虑正值 )为

, ; , , 2 ,

…
,
入

,

…
,

那么同样的推导过程就会给出
:

F ( o , , , )

R走

b ~ —夕无

一 0 ,

交一 1 , 2 , 3 ,

一 ( 3 4 )

则必 及~ l , 2 , 3 ,
·

二
·

( 3 5 )

式 ( 3 4 )
,

( 3 5 )给 出了计算 b 的公式
。

一般地
,

在整个 (
。 ,

心 平面上
,

使 F (
u ,

t,) 取零值的等值线应满足方程 F (
“ ,

刃 -

。 ,

而 由( 3。 )式
,

这些等值线的方程是 J :

(丫之不公歹干
一

而石及)
一 。 。

由式 ( 3 1 )知这样的等值

线理论上讲有无 穷多条
,

其方程是 (
a u

)
,

+ ( b ,
)

,
一 R飞

,

及~ 1 , 2 ,
3

,

… ( 3 6 )

这是一系列的椭圆的方程
。

其中
,

第灸个椭圆的
“
半轴及

,
半轴的长度各为 :

R无 R花

八 ~ 下歹
~

,

入 一 一「 天~ l , 2 , 3 ,

… ( 3 7 )

图 3 F (
, , 。

) ~ 0 的曲线 (上图 : a = 3 k m , b ~ Z k m ; 下图 : , 二 Z k m
,
b 二 3 k m )

F i g
.

3 C u r v e o f F (
。 , 。

) 二 o (
u p p e r : a ~ 3 k m , b ~ Z k m ; b e l o w

: a ~ Z k m , b ~ 3 k m )
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显然
,

当 “ > b 时
,

有 八 < q衫当 。 < b 时
,

有 八 > q衫而当
。 一 b (正圆柱体 )时

,

八一

入
, F (

“ ,

岭 的零值等值线是一系列同心圆
。

图 3 上图给出了
。 一 k3 m

, b 一 kZ m 时 的

F (
。 , ,

) ~ 。三的等值线族
。

图中
“ , ,

的单位均是 ( k m )
一 , ; 图 3 下图则给出了

a ~ kZ m
,

b ~ 3 k m 的情况
。

综上所述
,

直立椭圆柱体重力场在频率域中的谱值 F (
“ , ,

) 的零值等值线是一系列

同心的椭圆形的分离
“

谱线
” ,

通过它们可以确定柱体的横向尺寸
。
和 b 。

.2 .2 3 柱体高度 h
( 3 9 )

或者
,

在实际应角中
, `

h ~ 里
一 ~ 二卫一

才 a b 对 a b c

P: 宁* F ( o , 0 )
h 一

一
2 , Z

G c R I
’ 天一 1 , z , 3… ( 4 0 )

是柱体密度值减去围岩密度值之差
。

对于侵入大洋地壳中的地 慢

柱来说
,

可取
c 今 .3 27 一 2万 7 “ 0

.

6 ( , /耐 )
。 ’

.2 .2 4
一

地慢柱 取侵人洋壳中的地慢柱的重力学模型为直立椭圆柱体
,

地壳厚度 T 相

当于地慢柱的高度

T o h ( 4 1)

依照上述公式
,

地慢柱的尺寸
。 , b , h 均可求出

,
T 也就确定了

。

3 讨论

3
.

1 直立椭圆柱体的重力正演和反演间题在本文中得到了完整的解决
,

从而为重力勘探

提供了一种新的工具
。

3
·

2 在有 g (
x , 夕) 资料的情况下

,

公式 ( 4 )
,

( 2 0 )
,

( 3 3 )
,

( 3 5 )
,

( 3 7 )及 ( 4 0 )都是计算机上

可操作的
。

.3 3 公式 ( 4 1) 给出了只依靠重力资料来估算洋壳 (地慢柱周围地区 ) 厚度值的方 法
。

若

水深 4 k m
, h ~ 10 k m

, a ~ 3 k m
, b ~ z k m

,

那么此地慢柱产生的重力场 g (
x ,

y ) 在其上

方的数值不难算出约为 20 m G a l
,

这是现代海洋重力仪完全可 以检测到的
,

因为在优良定

位的条件下
,

海洋重力测量的精度可达 2一 3 m G al (吴金龙等
, 1 9 9 0 )

。

.3 4 有关坐标系 xo y 的选取及相关问题
,

作者将另文讨论
。

参 考 文 献

吴金龙
、

范守志
, 1 9 9 0 ,

东海舟东海域高精度重力调查
, 海洋科学

, 卜 50 一5 30
N a g y ,

D e z s 6 , 1 9 6 6
,

T h e e v a l u a t i o n o f h e u m a n
’

5 l a m b d a f u n c t i o n a n d i t s a p p l i c a t i o n t o c a l c u l a t e t h e

9 r a v i t a t i o n a l e f f e e t o f a r i g h t e i r e u l a r c y l i n d e r ,

p , r e A户户1
.

G o o户人y
. ,

6 ( z ` )
:

一 5
.

G r a n t ,

F
.

5
.

& W
e s t

,

G
.

F
. , 1 9 6 5

,

I n t e r p r e t a t i o n T h e o r y i n A p P l i e d G e o P h y s i c s :

M c G r a w
一
H i l l B o o k

C o m P a n y ( N e w Y o r k )
,

P P
.

2 1 6一 2 1 8
.



2呼0 海 洋 与 湖 沼 2 6 卷

S P E T C R UM A N A Y LS E S O FG RA V IT Y F IE D L O FA

V E T R I CA E L L L IP T IYC CN L ID E RA N D T IS US E

F an S h o u z h i

( I” , r i r , t e o f O c o a n o l o g y
,

A c a d , m i a S i o i e a ,

Q i o g d a o 2 6 6 0 7 1 )

A B s r R ^ e T

In t h i s s t u d y
,

t h e a n a l y t i c a l f o r m u l a s o f t h e g r a v i t y f i e l d P r o d u e e d b y a b u r i e d

v e r t i c a l e l l ip t i c c y l i n d e r w e r e d e r i v e d i n t h e f r e q u e n c y d o m a i n , a n d t h e f o r
m

u l a s

f o r d e t e r m i n i n g t h e s i
z e o f t h e c y l i n d e r w e r e t h e n f o u n d

.

f o r m u l a s t o e a l c u l a t e t h e

o f t h e e r u s t
,

s i z e o f a m a n t l e b e a m i n t r u d i n g

A

I n t o

献
t h o d u s i n g t h e s e

t h e o c e a n e r u s t
, a n d

t h e t h i e k n e s s

L e t 口 b e

15 P r e s e n t e d
.

a v e r t i a l

: m u l a
( 1)

, a n d F (
“ , 。

)

e l l i p t i c c y l i n d e r
(

s e e F i g
.

l )
,

g (
x , 夕) i t s

t h 。 F o u r i e r t r a n s f o r m o f g (
x , 夕)

.

T h e n

F (
“ , ,

) ~ 4二 G M F ,

(
u , ,

) F Z

(
, , ,

)

g r a v i t y f i e l d f o -

( 17 )
w h e r e G 15 t h e g r a v i t a t i o n a l e o n s t a n t M t h e m a s s o f 口

,

F :

(
“ , ,

)

e一 H :

衬再
, ’

一 e 一 u :

护再
少 ,

(衬
:

一 月 ;

)了
。 ,

+ , ,
( 1 8 )

a n d 尸2

(
“ , ,

)
_ J ;

(尽) ~

R

J ;

(了(
。 ,

)
,

+ ( , ,
)

,
)

了(
。 二

)
,

+ ( , 。 )
, ( 19 )

w h e r e J l 15 t h e B e s s e l f u n e t i o n o f f i r s t o r d e r
.

K
e y w o r d s G r a v i t y

c y l i n d e r C r u s t t h i c k n e s s

I n V e t S 1 0 n S P e c t r u m a n a l y s e s V e r t i e a l e l l i Pt i e


