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提要 指出
v

on eB
r ` al : n f f y 生长公式的局限性在于公式导出时所用假设

“
鱼的体重

增加量同体重的 2 / 3 次方成比例
,

减少量同体重成比例 ” 的根据不充分 ; 其不足之处在于解方

程时将变量 l 误为鱼的体长
。

本文作了更为一般的假设
,
即鱼的体重增加量同体重的 p 次方

成比例 ;减少量同体重的 q 次方成比例
。
进而通过严格的数学推导

,

得出鱼的更为一般的生长

方程 即 二 留 .

[一
e 一 天̀ ’ 一 ’ o ,

]
, ,

使
v o n B e r ` a l a n f f y 生长公式是该方程的特殊情形

.

关键词 鱼 体重 生长方程 修正

鱼的体重的增长曲线多呈 S 形
。

陈大刚等 ( 1 9 8 4 ) 指出
,

鱼类种群一个世代的个体体

长 L ( t ) 和个体体重 W ( t ) 是一个二元随机过程 { [ L ( t )
,

W ( t ) ]
, 0 ( 君 ( t ;

}
。

研究鱼

的生长
,

即分别讨论它们的数学期望 l ( t ) ~ E 〔L ( )t ]
, , (习一 E [W ( t ) 1 关于年龄

多 的变

化规律
,

以及它们之间的关系
。

在已有的鱼的生长公式中
,

vo n
eB

r at l all f fy 生长公式

应用较为普遍
。

本文指出了该公式的局限性
,

并将其修正
、

推广
,

进而导出了更为一般的

生长方程
。

1 v o n B e r t a la n ff y 生长公式的局限性及其导出过程中的问题

许多文献 ( 山东省海洋水产研究所编
, 1 9 7 ;7 刘蝉馨

, 1 98 1 ;陈大刚等
, 1 9 8 4 ;扎索索夫

,

1 9 7 9 )指出
,

vo n
eB rt al a fn fy 从新陈代谢角度看生长各瞬间体重的增量 (同化作用 ) 同

体重的 2邝次方成比例
,

减少量 (异化作用 )同体重成比例
,

二者之差出现生长
.

从这一设

想出发
,

得出各瞬间增重的方程 :

业 ~
。 , 2̀ 3

一 , ,

d t
( 1 )

为连续年龄 ; 。 为同化系数
, b 为异化系数

, 。 , b 均为大于 O

`

、了、 、/、 、/,白,j连
月

/.、/、̀/性、

式中
,
, 为鱼的个体体重 ;

的常数
。

令

代人 ( l) 式得
:

, 2, 3
~ h l

,

或 , ~
c l 3

l ( t ) ~ 1. [ l 一 e一灸 (`一 `。 , ]

, ( t ) ~ 留 . 〔 1一 e一 左( ,一` 。 ) ]
’

*
自选课题

。
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鱼的生长方程的修正

( 3 )式中 l 为鱼的个体体长
。

对此
,

有两点是值得讨论的
。

第一
, v

on eB
r at l an f f y 设想

中的
“

体重增量同体重的 2 / 3 次方成 比例
,

减少量同体重成比例
”

具有局限性
,

其根据不充

分
。

第二
,

求解方程 ( l) 时
,

( 2 )中的变量 l 断定为鱼的体长
,

这种假设性就太大了
。

因为

从数学方法来说
,

这纯粹是求解的需要
,

是一种变量代换
,

因之不写 l 而写为 x , y 之类变

量也是可以的
。

也许
,

体重 , 和体长 l 是有这种关系
,

但要有充分的论证和适当的检验
。

2 推广了的鱼的生长方程

现在假设各瞬间鱼的体重的增加量 (同化作用 )同体重的 P 次方成比例
,

减少量 (异化

作用 )同体重的 q 次方成比例
,

二者之差出现生长
,

由此得微分方程 :

业 一 。 , , 一 , , ,
( , )

浮t

式中
,

参数
。 , b 为式 ( l) 中所说的同化系数和异化系数

, a > 0 ,

b > O ; p , q 为新引进的

两个参数
,

并满足 P > 。 , q > o0

若增设体重关于年龄的生长 曲线是 S 形的
,

则尚需满足

、 二2、 ,/了Oō了Z`、
了、̀

、 ./、 ./0002了.、Z̀、

il m , ( t ) ~ , . < + co

d留 _
n

il m 二`二二 一 U ,

, , 。 浮t

业 一 , ,( )t ) 0 ,

当 , > 0 时

il m 留 ( t ) ~ 0

式中
, t。

作为体重等于零的时刻
。

以上 ( 6 )一 ( 9) 式的假设是符合实际的
,

也是不难想象

的
。

( 6 )式说明鱼的渐近体重 。 。 为一有限数
,

( 7 )式说明鱼的体重的增长速度随年龄无

限增长而趋于零
。

( s) 式的成立是因为鱼的个体体重 留 ( , ) 的含义为本文引言所说的
,

即

, ( t )

定理

证明

且口

为所论鱼群的所有
多 龄鱼的平均个体体重

。

1 满足 ( 5) 一 ( 8) 式的参数
a , b ,

p
, q 具有关系

:

a > b , P < q

由 ( 5 )
,

( 6 )
,

( 7 )得
。留乙一 b留已一 0

( 1 0 )

( 1 1)

再 由 ( 8 )知
, ,

,

( t ) ) 0
,

以及当

再 由 ( 1 1 )得
:

为某时刻

留乙

, 乙

t: 时有 留 ( t ,

) ~ 1 ,

故由 ( 5 )知 : a 一 b ) 0 ,

, 乙竺立里 ) l

二 P
“ 尹 口

显见
, 。 . ) l ,

故可得 p 《 q。

但当 p 一 q 时
,

由( 1 1) 知
。
~ b ,

此时 ( 5 )为

其解为

看作 S

( 1 0 )
。

业 一 。

d t

, ( )t “ C (常数 )
, , ( )t 的图形是平行于

多
轴的直线而不呈 S形

。

形的一种极端情形
,

但它没有实际意义
。

故 p 笋 q ,

从而
。 尹 b ,

当然也可以

这样便证明了
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定理 2 当满足 ( 5) 一 ( 9 )式时
,

有 P < l

证明 由 ( 5 )得 :
d 留

a 留 p 一 b留 q J , 。
d t 一 t 一 t o

( 1 3 )

( 14 )

再由

( 15 )

即o
j

l
口

由 ( 9 )式成立
,

要求 ( 1 3) 在
,
~

t。 处左端积分在 , ~ o 处收敛
,

由定理 l 知 p < q ,

广义积分收敛的条件可得 P < l 。

定理 3 方程 ( 5) 在
a > b > 0 ,

P < q , 0 < P < 1 时解的形式为
:

d二

a
( 1 一 , ) 一 , (一

, )
z

昌

一

{
d ,

式中
, : 一 。 卜 , 。 特别当 q 一 1时

,

( 5) 的解为
:

` ~ 留 . [ 1 一 e 一花( `一 `。 ) ]
『

式中
,

, , 一 !三 {
“ “ 一 , , ,

卜
西(卜

, )
, ; 一 ` / ( ` 一 p )

L b 」

( 1 6 )

( 1 7 )

证明 令 。 一 z “ “ 一 户 , 即 : 一 , `一 p
代人 ( 5 )得

:

粤 一 。
( 1 一 , ) 一 , ( l 一 , )

z ` ,一 , ,“ ,一 , ,

以 t

拼一
”

ù对此分离变量积分得 ( 15 )
。

在 ( 15) 中
,

当
q 一 P

l 一 P
为有理数时

,

即
q 一 P

1一 P

m , n 为正整数
,

左端积分可为有限形式
,

但形式比较复杂不便于应用
。

但当 q 一

( 1 5 )为

其中

l 时
,

d :

a
( l 一 p ) 一 b ( l 一 p )

z
浮t ,

注意到 , ( )t 满足 ( 6 )
,

( 9 )
,

经运算可得 :

留 一

}会」
“ ` ’一 ” 〔`

一
’ “ 一 ” “ 一 `。

” “ “ 一 ”

再由 ( 17 )便得 ( 16 )成立
。

3 结语

在 ( 16 )中
,

当 P ~ 2 / 3 时
, 犷

~ 3 ,

说明 v o n B e r t a l a n f f y 的假设与结果仅为这里

的特殊情形
,

从而鱼的体重生长方程 ( 16 )具有更为普遍的意义
,

适用的面更广
。

直接 由方

程 ( 1 6 )出发
,

合理地估计参数
,

定会更为准确地掌握鱼的生长规律
。

事实上
,

由

1
r -

一
l 一 P

或 p 一 1 一 生

易知
,

当 ;
较大时

,

P 就较大
,

联想到 P 的意义
,

将知道该类鱼同化作用较强
,

生长较快
,

这

就给出了参数
犷 的生物学意义

,

进而 当方程 ( 16) 中的参数 , . ,

及
, t。 , ,

被完全确定之后
,

则方程 (幻中的同化系数
“ 和异化系数 b 等参数就能反推出来

,

从而刻化鱼体体重的增长

与
“
同化

” 、 “

异北
”

作用在各瞬间相互联系的数学模型
,

即方程 ( , )将为之确定
。

显然
,

这些

都将具有理论和实践的意义
。

近些年来
,

有些学者凭自己的经验和猜测 (陈万青等
, 1 9 8 6 ;

唐启升
, 19 8叭钱世勋等

, 1 9 8 0 )
,

不用方程 (劝而用方程 ( 16 )来拟合鱼的体重的生长
,

本文
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为之作了较好的论证
,

使之具有生物学意义
。
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t h e
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( 5 ) 15

d 留

d t

t o 叮 p o w e r
.

T h e i r d i f f e r e n e e s i n d u e e t h e

d e r i v e d :

t o P

g r o -

a留户一 b留 q

( 5 )

I n t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e g r o w t h c u r v e o f t h e w e i g h t a g a i n s t t h e a g e 15 t y P e
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.

I n t h e b a s i s o f s t r i c t l y m a t h e m a t i e a l d e r i v a t i o n ,
t h e P a r a m e t e r s a , b ,

P
, 叮 i n e q u a t i o n

( 5 ) h a v e t h e r e l a t i o n s : a > b ; P < q
.

W h e n a > b > 0 ,

P < q , 0 < P < l , t h e 5 0 -

l u t i o n o f t h e e q u a t i o n
( 5 ) 15 a s f o l l o w i n g :

f d 二 f

, 一 一 -
~

一
一

一一一一一一一一万万 一 ,
。 t

` a ( 1 一 P ) 一 b ( l 一 P ) z ’ 一 户

( 1 5 )

E s p e e i a l l y
,

w h e n 宁~ 1 , t h e s o l u t i o n o f t h e e q u a t i o n
( 5 ) 15

。 一 。 。 [ l 一 e一 乏̀ ,一 ,。 , ]
r

( 16 )

I n t h e f o r m u l a
( 1 6 )

, r
~ 3 w h e n P 一 2 / 3

, t h i s m e a n s t h a t t h e v o n B e r t a l a n -

f f l y
’ 5 s u p P o r t i o n s a r e o n l y o n e s p e e i a l e a s e o f t h e e q u a t i o n

( 1 6 )
.

5 0 t h e e q u a t i o n
( 16 )
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.
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