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基于二阶斯托克斯波理论的辐射应力垂向分布 

吴相忠, 张庆河 

(天津大学 建筑工程学院暨港口与海洋工程教育部重点实验室, 天津 300072) 

摘要: 基于二阶斯托克斯波理论推导了辐射应力的垂向分布表达式, 通过算例讨论了辐射应力在深水

和有限水深条件下的垂向分布规律, 并与基于微幅波理论的辐射应力进行了比较。结果表明, 在波浪

非线性不强时, 基于二阶斯托克斯波理论的辐射应力与基于微幅波理论的辐射应力表达式计算结果接

近; 而当水深较浅波浪非线性较强时, 基于二阶斯托克斯波理论的辐射应力在近表面处明显大于基于

微幅波理论的辐射应力。采用二阶斯托克斯波理论推导的波浪辐射应力更为合理地反映了波浪非线性

效应。 
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辐射应力的概念最早由 Louguet-Higgins 和
Stewart[1]提出 , 他们将作用于单位面积水柱体的总
动量流时均值减去没有波浪作用时的静水压力定义

为波浪剩余动量流 , 即辐射应力。Bowen[2], Van 
Dorn[3]等人分别应用 Louguet-Higgins 的辐射应力表
达式计算波浪破碎前后的增减水现象, 并用实测资
料验证了该辐射应力理论是符合实际的。虽然经典

辐射应力理论在描述近岸增减水方面较好地得到了

实验验证 , 但从推导过程来看 , 经典的辐射应力公
式是一个平面二维概念, 主要存在两方面的局限性: 
其一 , 没有考虑辐射应力的垂向分布 , 在描述一些
三维近岸水流现象 , 如近底回流等时存在不足 ; 其
二, 经典辐射应力理论采用线性波理论来计算辐射
应力 , 没有考虑波浪在近岸区非线性较强的特点 , 
与实际情况不完全相符。 

自从辐射应力概念提出后, 许多研究者从不同
角度对此进行了改进。Borekci[4]提出了辐射应力向

岸方向主分量沿水深分布公式, 并求解破波带内平
均剪应力和欧拉速度分布 , 但未经实验验证 ; 郑金
海和严以新[5]将垂向区域分为波谷以下部分、波谷至

平均水面部分以及平均水面以上部分, 应用微幅波
理论分段推求波浪辐射应力沿水深的分布函数, 建
立了任意波向角时波浪辐射应力各分量的计算表达

式 , 并探讨了辐射应力沿水深的分布情况。Dolata 
等 [6]试图推导出三维辐射应力 , 但是它们沿水深积
分的结果和 Phillips[7]的二维辐射应力结果不一致。

Nobuoka[8]等在建立沿岸流模型时曾推导出辐射应

力的垂向分布, 但是他们的结果比较复杂难于应用。
Mellor[9]在研究波流相互作用时推导出了 σ坐标下的
辐射应力垂向分布表达式, 并对辐射应力梯度进行
了研究。夏华永等[10]在微幅波理论假定下, 推导出了
辐射应力垂向分布公式。Zhang[11]从三维 N-S运动方
程出发, 推导出了 z坐标下的辐射应力垂向分布, 并
讨论了辐射应力的垂向变化, 笔者则在该工作的基
础上讨论了不同水深条件下辐射应力垂向分布的变

化规律, 并建立了三维近岸水流模型[12]。郑金海[13]

基于二阶斯托克斯波理论推导了辐射应力垂向分布

表达式, 但其表达式如何应用于三维水动力数值模
型仍有待进一步研究。  

总的来看, 近年来有关辐射应力垂向分布的研
究已经有较多的工作 , 但除了郑金海 [13]的工作外 , 
其他文献主要是依据线性波浪理论导出的, 没有反
映波浪的非线性特性。为此, 本文将基于二阶斯托克
斯波理论推导辐射应力的垂向分布表达式, 其目的
在于获得更容易应用于三维水动力数值模型的表达

式。 

1  二阶斯托克斯波理论 
采用有限振幅波浪理论中斯托克斯波理论的二
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阶近似解, 对于水深为 h、周期为 T、波高为 H且在
x-y平面内传播的波浪, 其势函数 φ、波浪周期 L、波
速 c、水平流速 uj(j=1,2表示 x和 y方向)、垂向流速
w、波压力 Pz及波面 0η 的表达式如下所示:  
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其中 k = k 为波数矢量 k的模, 1 2,  ,  x yk k k k= =（ ）（ ）k , 

kx和ky分别为k在x和y方向的分量; g为重力加速度, kixi
表示求和, 即 1 1 2 2i ik x k x k x= + 。 

设波动过程中包含相同水质点的曲面可定义为

0 1 2( , , , )zz z x x tη= (z0 为质点在静止时的垂向坐标 ), 
则该曲面上水质点垂向速度可表示为 
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由式(5)和(8), 可以近似得到以下表达式:   
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式(7)的 0 1 2( , , )x x tη 和式(9)的
0 0z zη = 均可表示自

由表面, 但二者表达式存在一定差异。我们分别对

0 1 2( , , )x x tη 与
0 0z zη = 在以下两种波浪条件下的波面

变化进行比较: (1)水深 10 m, 波高 0.5 m; (2)水深  
10 m, 波高 3 m, 波浪的周期均为 6 s。图 1以沿 x方
向传播的波浪为例显示了计算波面曲线, 图中波面
1、波面 2分别代表 0 1 2( , , )x x tη , 

0 0z zη = 。由计算结果

可知, 以式(7)和式(9)表示波面时二者差别很小, 因
此为了推导简化起见, 本文将采用式(9)的

0 0z zη = 来

近似表示波动自由表面。 

 

图 1  波面 1与波面 2计算波面的比较 
Fig. 1  Water surface comparison between water surface one 

and two 
 

2  基于二阶斯托克斯波理论的辐射

应力推导 

曲面 zη 之下的水体在水平方向的剩余动量流的
周期平均为:  
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经过推导并忽略高阶项, 可以得到:  
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因此得:  
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对式(15)沿垂向求偏导可得辐射应力的垂向表达式:  
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将上述张量形式写成常用的 x, y 分量形式, 并设波
浪传播方向与 x 轴夹角为α, 即可得辐射应力各分量

在水面下 z处的表达式为:  
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3  基于二阶斯托克斯波理论的辐射

应力垂向分布规律 

根据前面得到的辐射应力垂向分布表达式, 这
里我们通过算例讨论深水及有限水深情况下的辐射

应力垂向分布规律, 并与微幅波理论公式推导出的
波浪辐射应力理论公式进行比较。根据以往的研究, 
斯托克斯波理论不能适用于 h/L<0.125的情况[14], 以
下算例中的波浪条件均满足上述斯托克斯波理论适

用的水深条件。 

3.1  深水情况下辐射应力的垂向分布规律 
对于波高为 2 m, 周期为 8 s, 水深为 50 m(满足

深水波条件 h/L>0.5)的波浪, 假定其沿 x轴正向入射, 
在深水情形下 Sxx和 Syy的分布规律如图 2所示。 

从图中可以看出基于二阶斯托克斯波的辐射应

力垂向分布具有以下规律: 辐射应力 Sxx从表层到底
层逐渐减小, 表层与底层的值相差很大, 例如 Sxx 表
层应力值为 311 N/m2, 在底层的辐射应力值只有 
1.1 N/m2; Sxx在近表层变化较快, 底层变化较慢, 例
如 Sxx 在表层为 312.9 N/m2, 在–12.5 m 水深处为 
66.3 N/m2, 垂相变化梯度为–19.7 N/m3(负值表示减
小); Sxx在底层为 4.8 N/m2, 在–37.5 m水深处为 2.2 
N/m2, 垂相变化梯度为–0.2 N/m3。 

 
图 2  深水情形下辐射应力的垂向分布 

Fig. 2  Vertical distribution of radiation stresses in deep 
water 

辐射应力 Syy与 Sxx一样从表层到底层逐渐减小, 
但与 xxS 的不同之处是 Syy在表层与底层衰减均较快, 
而在中间层时变化比较平缓, 近似呈现双曲线分布, 
例如 Syy 在表层为 2.2 N/m2, 在–12.5m 水深处为   
1.3 N/m2; Syy在接近底层处为 0.4 N/m2, 在–37.5m水
深处为 0.9 N/m2; Syy 在中间层–21.88m 水深处为   
1.2 N/m2, –31.25m水深处 Syy为 1.0 N/m2, 垂向变化
很小。由于假定波浪沿 x方向传播, Syy与 Sxx相比其
值较小, 如 Syy表层应力值只有 2.2 N/m2, 而 Sxx表层
应力值则为 311.0 N/m2。另外, Syy底层应力值为 0, 而
Sxx的底层应力值不为 0。 

3.2  有限水深情况下辐射应力的垂向分布

规律 
有限水深情况下, 我们选取三个算例, 分别为: 

(1)波高 2 m, 周期 8 s, 水深 10 m; (2)波高 2 m, 周期
6 s, 水深 5 m; (3)波高 4 m, 周期 8 s, 水深 10 m。上
述两个算例均满足二阶斯托克斯波的适用范围。仍

设波浪沿 x 轴正向传播, 辐射应力分布计算结果如
图 3所示。 

从图中可以看出, 基于二阶斯托克斯波的辐射
应力垂向分布规律为: 辐射应力 Sxx仍呈现从表层到底
层逐渐减小的规律, 近似呈抛物线型分布; 另外, Sxx在
表层与底层相比变化较快, 如第一个算例中, Sxx 近表
层垂向变化梯度为–98.0 N/m3, 而近底层垂向变化梯
度为–39.5 N/m3。辐射应力 Syy同样呈现从表层到底层
逐渐减小的规律, 且底层辐射应力值为 0。 

在有限水深中, Syy与 Sxx相比差值仍较大, 但相
比深水情况 Syy明显增大。例如, 第一算例中 Syy表层
值为 311.9 N/m2, Sxx表层值为 934.6 N/m2; 同样周期
和波浪条件下 , 50 m 水深时 Syy 表层应力值只有   
2.2 N/m2。 

从图 3可以看出, 当水深和周期不变、波高增大
时 , 即波浪的非线性作用增强时 , 辐射应力从表层
到底层均有不同程度的增大。例如, 在 4 m 波高下, 
辐射应力 Sxx表层值增大为 3 958.1 N/m2, 底层值增
大为 1 244.3 N/m2; 辐射应力 Syy 表层值增大为     
1 341.8 N/m2。从图 3可以看出, 当波浪周期、水深
减小时, 辐射应力 Sxx, Syy 从表层到底层均增大, 但
变化规律基本相同。 
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图 3  有限水深情形下的辐射应力垂向分布 
Fig. 3  Vertical distribution of radiation stresses in intermediate water 

 
 

3.3  与基于微幅波理论的辐射应力分布的

比较 
为了比较基于二阶斯托克斯波与微幅波理论

的辐射应力分布 , 图 2和图 3中也分别显示了基于
微幅波理论得到的辐射应力分布曲线。由图中两种

曲线的比较可以得知 : 在水深较大且波高较小的
情况下 , 基于二阶斯托克斯波与微幅波理论推导
得到的辐射应力表达式计算结果差别较小。当水深

较浅、波高较大造成波浪的非线性作用较强时 , 则
基于二阶斯托克斯波理论得到的辐射应力大于基

于微幅波理论的辐射应力 , 特别是在靠近平均水
面处差值比较明显。总体上看 , 相比基于微幅波理
论的辐射应力公式而言 , 本文推导的基于二阶斯
托克斯理论的辐射应力公式更能够反映波浪运动

的实际情况。  

4  结论 

本文基于二阶斯托克斯波理论推导了辐射应力

的垂向分布表达式, 并利用算例讨论了基于二阶斯
托克斯波理论的辐射应力在深水和有限水深情况下

的垂向分布规律, 并与基于微幅波理论的辐射应力
进行了比较和分析。 

算例结果表明 , 在波浪非线性不强的条件下 , 
基于二阶斯托克斯波理论的辐射应力表达式与基于

微幅波理论的辐射应力表达式计算结果接近; 而当
水深较浅波浪非线性较强时, 基于二阶斯托克斯波
理论的辐射应力则大于基于微幅波理论的辐射应力, 
特别是在近表面处比较明显。采用二阶斯托克斯波

理论推导的波浪辐射应力更为合理地反映了波浪非

线性效应。 
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需要指出的是, 本文在推导过程中暂未考虑斯
托克斯漂流的影响。另外, 由于在浅水中斯托克斯理
论的适用性受到限制, 如何推导考虑非线性影响的
辐射应力垂向分布需要进一步研究。 
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Abstract: The expressions for vertical distributions of radiation stresses were derived based on the second-order 
Stokes waves theory. The vertical variation of radiation stresses in deep water and intermediate water were dis-
cussed and the vertical profiles of radiation stresses obtained basing on the second-order Stokes waves and linear 
wave theory were compared. The results showed that when the nonlinear influence was not strong, the vertical pro-
files of radiation stresses were almost same between the second-order Stokes waves and the linear wave theory. 
While when the water depth is relatively shallow and the nonlinear influence is quite strong, the vertical profiles of 
radiation stresses based on the second-order Stokes waves is significantly stronger than that of the linear wave the-
ory near the water surface. The radiation stresses obtained based on the second-order Stokes can reflect the nonlin-
ear influence more reasonable than that of the linear wave theory. 
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