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流向Morison型波浪力的高阶矩分析

杨 怿

（天津大学 港口与海岸工程实验室，天津 300072）

摘要：通过理论研究定量地说明流向Morison波浪力，即拖曳力和惯性力的高阶统计矩随采样次数增加的

规律。主要应用二阶 Stokes波理论，推导了流向Morison波浪力的前四阶累积量。计算了作用于实际海底

管线上的流向Morison波浪力的偏斜度和峰度。结果表明，随着采样次数的增加，拖曳力和惯性力的偏斜

度和峰度驱于收敛。文中给出的方法为后续理论工作奠定了基础。
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众所周知，由于海洋环境瞬息万变，使得环境

载荷变得十分复杂，这就给统计研究带来了巨大的

困难。对于此类问题的研究，国际上起步比较早。

目前，比较常用的研究方法是综合考虑环境因素的

随机性和非线性，结合统计资料，分析波浪、海流

等的统计特性（水质点水平速度和水平加速度的累

积量），最后由 Morison 方程估算波浪载荷统计特
性。

作者考虑波浪的非线性因素的影响，主要采用

二阶 Stokes波理论，分析波浪运动（这里仅指水质
点水平速度和水平加速度）的统计特性，进而由

Morison方程得到波浪力的前四阶累积量。

1 波浪运动随机分析
在研究过程中，通常将波面升高用平稳随机变

化的谐波分量线性迭加近似表示。除此之外 ，大

多数情况下波浪也表现出较强的非线性，特别是浅

水情况。工程实践表明，采用二阶 Stokes 波理论已
能够满足精度的要求，故此处采用二阶非线性

Stokes波理论，结合随机理论，建立波浪要素的统
计模型。以下将从线性和非线性两个角度，推导波

浪要素的统计特性。

1.1 线性随机分析
这里认为波浪为二维平面进行波，波浪传播方

向为 x轴，z轴垂直于 x轴铅直向上，z轴与静水面
的交点为坐标原点（以下各节均遵循此约定），以

此建立直角坐标系。波浪水平速度的一阶分量（又

称线性分量） 1( , , )u x z t 及水平加速度的一阶分量（又

称线性分量） 1( , , )a x z t 可分别表示为[1~3]：
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ω += ； nω 为第 n个谐波

分量的频率； nk 为第 n 个谐波分量的波数，由波
数方程确定，即 2( ) tanh( )n n ngk k dω = ；d为水深； g
为重力加速度；相位角 n n nk x tθ ω=− + ，不失一般性，

认为波浪剖面不随空间位置的变化改变，为了简

单起见令 x=0，则 1 1,u a 仅仅是关于 z和 t的函数，
以下用 1( , )u z t 和 1( , )a z t 表示水平速度和加速度；N
为谐波个数（即采样点数）。 

由文献[2,4]可知， 1( , )u z t 和 1( , )a z t 均为平稳是
随机过程，an和 bn为正态随机变量，an和 bn具有

如下统计特性：
2 2( ) ( ) ( )n n nE a E b Sηη ω ω= = ∆ (3)

( ) ( ) ( ) 0 ( )n m n m n mE a b E b b E a a n m= = = ≠
(4)
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其中， ( )nSηη ω 为单边波浪谱； ω∆ 为波浪频率

间隔。为了分析的方便，引入新变量 nc 和 nψ ，
2 2 2
n n nc a b= + ， n n nψ θ ε= + ， ,n n ntθ ω ε= = tan-1(-bn/an)，
则 1( , )u z t 和 1( , )a z t 又可分别表示为：

1
1

( , ) ( ) cosn n n
n

N
u z t A z c ψ

=

= ∑ , 1
1

( , ) ( )n n n

N

n
a z t A z cω

=
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为了便于用矩阵运算，引入以下关系[4]：
i( )

( ) ( i )n n
n n n n

t
c e S x yηη

ω ε
ω ω

+
= ∆ + (5-1)

( ) cos( ) sin( )n ¦Ç¦Ç n n n n nx S a t b tω ω ω ω∆ = + (5-2)

( ) sin( ) cos( )n ¦Ç¦Ç n n n n ny S a t b tω ω ω ω∆ = −

(5-3)
其中，i为虚数单位。由于 na 和 nb 为正态随机变量，
则任意固定时刻 nx 和 ny 也为正态随机变量，且具有
与 na nb 形式相近的统计特性[3,4]：

2 2( ) ( ) 1n nE x E y= = (6-1)
( ) ( ) ( ) 0 ( )n m n m n mE x y E y y E x x n m= = = ≠

(6-2)
根据上述变换， 1( , )u z t 和 1( , )a z t 可表示为矩阵

形式：

1
T( , )u z t = Hx (7)

1
T( , )a z t = Ky (8)

其中，x,y,H,K为行向量，上标 T表示：

( ) , 1,2,...,n n np S n Nηη ω ω= ∆ = ；

1 1 2 2[ ( ), ( ),..., ( )]N Np A z p A z p A z=H ，

1 1 1 2 2 2[ ( ), ( ),..., ( )]N N Np A z p A z p A zω ω ω= −K ；

1 1 1 2 2 2[ cos( ) / , cos( ) / ,..., cos( ) / ]N N Nc p c p c pψ ψ ψ=x ；

1 1 1 2 2 2[ sin( ) / , sin( ) / ,..., sin( ) / ]N N Nc p c p c pψ ψ ψ=y
1.2 非线性随机分析
波浪水质点水平速度二阶分量 2 ( , )u z t 和水平加

速度二阶分量 2 ( , )a z t 可分别表示为[2,3]：
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式中,
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显然上述系数满足： mn nmg g= ， mn nml l= ，

mn nmr r= ， mn nms s= − ；若 m=n 时， 0, 0nm nml s= = 。
按照线性分析中的方法，将 2 ( , )u z t 和 2 ( , )a z t 表示成
矩阵形式：

2
T T( , ) [ ] [ ]u z t = + + −x G L x y L G y (11)

2
T T( , ) [ ] [ ]a z t = + + −x R S y y R S x (12)

其中，G,L,R,S均为N×N阶矩阵，x,y为N维行向量，
各矩阵的第 n行 m列元素为 ( , ) n m nmn m p p g=G ,

( , ) n m nmn m p p l=L , ( , ) n m nmn m p p r=R , ( , ) n m nmn m p p s=S 。

根据二阶 Stokes波理论，总的水平速度 ( , )u z t
及加速度 ( , )a z t 可分别表示为[2,3]：
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其中， 1 N×0 为 N维行向量。 ×
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， ×N N0 为 N×N 阶零矩阵。根据

上述系数之间的关系可知，F和Q均为实对称矩阵。

2 波浪力统计分析
2.1 累积量与特征函数
在进行分析之前，要引入一个重要概念，即特

征函数，其定义如下所示[4]：

cha
i i( ) ( ) ( )dz zM E e e p z zθ θθ −∞

+∞= = ∫ (15)
其中，Z为随机过程， chaM 为 Z的特征函数，

( )p z 为该随机过程的概率密度。由此定义式可以看
出，随机过程的特征函数与其概率密度构成一对
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Fourier变换。那么，n阶累积量与特征函数之间的
关系为[4]：

cha 0
1 d= [ln( )] |
i dn ¦È=

n

n nM M
¦È

(16)

式中， nM 为随机过程的第 n 阶累积量。 1 2,M M 分
别表示随机过程的均值和方差。在统计分析中，

3 4,M M 显得尤为重要，由这两个量可以将随机过程
的偏斜度和峰度（峰度又称作峭度）分别定义为

3 2
1.5/M M 和 4 2

2/M M ，如下所示：
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式中, ,z zµ σ 分别表示随机过程的均值和标准
差。

2.2 波浪力累积量
对于细长结构，可采用Morison方程来计算作
用在结构上的波浪力：

D If f f= + (18)
其中， Df 为拖曳力， D D |f = k u | u ， D D0.5k = ¦ÑDC ，
此处不考虑海流速度且认为结构的运动速度远小

于波浪水质点速度； If 为惯性力， I If k a= ，

I M
20.25k C Dπ
= 。

由惯性力 If 的表达式可知， If 与水平加速度 a
成线性关系，若已知 a的前四阶累积量，则可比较
容易地求解出 If 的相应累积量。由于 Q为实对称矩
阵，故必存在正交阵 1P使得

1 1 1
T=Q P ¦« P ，且满足 1 1

TP P = I（ I为单位矩阵），
则 a可进一步变换为[2,3]：
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其中， 1 1[n N¦Á = , ]×0 K P； n 1= [ ]Z ,x y P； nλ 为矩阵 Q
的第 n个特征值。令 n n n n n	 α λ= 2Z+ Z由特征向量的正

交性， nZ 满足以下关系： 2( ) 1, ( ) 0( )n n mE Z E Z Z n m= = ≠ [4]。

则由特征函数的定义可知， cha ( )n
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[4]中的论述，水平加速度a的第 n阶累积量为：
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其中， 1nδ 为参数， 1
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。惯性力可表示为
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仅仅是系数的不同，由上述公式经过简单推导可得

出 If 的前四阶累积量为：
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其中， If 表示惯性力的累积量。 ( )I I
1.5

3 2/f fM M 和

( )I I
2

4 2/f fM M 分别表示惯性力这一随机过程的偏斜
度和峰度。

由拖曳力 Df 的表达式可知， Df 与水平速度u成
非线性关系，为了使问题简化，可将 Df 线性化，即

D D8/ ¦Ðuf k uσ≈ ， uσ 为速度的标准差。由于矩阵 F 为
实对称矩阵，同理，根据加速度的分析方法，u可
进一步变换为[2,3]：
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其中， 2P 为正交阵； 1 2[ , ]n N� ×= 0H P ； 2[ , ]nY = x y P ；

nµ 为矩阵F 的第 n个特征值。水平速度u的第 n阶
累积量为[4]：
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其中， 1nδ 为参数，其取值规则如前所述。拖曳力可

表示为
2

D D D
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与速度的表达式相比仅仅是系数的不同， 同理可

得出 Df 的前四阶累积量为：
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其中， Df 表示拖曳力的累积量。 ( )D D
1.5

3 2/f fM M
和 ( )D D

2

4 2/f fM M 分别表示拖曳力这一随机过程的偏

斜度和峰度。

3 计算实例及结果分析
作者以渤海 BZ34�4EP 管线为例，相关参数

如表 1所示[5]。

表 1 管线及环境参数

Tab. 1 Parameters for pipeline and environment

类目 取值/描述

管线结构 采用双层结构

油管(钢制)直径 内径 din=187.3mm, 外径 dout=219.1mm

套管(钢制)直径 内径 din=327.0mm, 外径 dout=355.6mm

海水密度
1025s
 =  kg/m3

拖曳力系数 DC =1

惯性力系数 MC =2

水深 d=20 m

采用规范谱 ( )5 2
1/3( ) 0.74/ exp 2.46/S Hηη ω ω ω  = −   

z=−10 m, 1/ 3H =3.2 m, t=1s

根据前面的理论分析编制了程序进行计算，结

果如图 1~2所示。从图中可知，拖曳力和惯性力的
峰度值恒为正，且随着采样次数 N的增大而下降；
就总体变化趋势而言，拖曳力及惯性力偏斜度的值

也是随着采样次数N的增大而下降，当N>200之后,
拖曳力的偏斜度除在极个别点外基本上保持为正

值，而惯性力的偏斜度的值出现明显的振荡现象，

这说明了惯性力的偏斜度对采样次数N值的选取十
分敏感。当 N=300时，偏斜度及峰度值开始收敛，
此时拖曳力与惯性力的偏斜度及峰度值分别为：

( )D D
1.5

3 2/ 0.4509f fM M =  , ( )D D
2

4 2/ 0.327 5,f fM M =  ( )I I
1.5

3 2/f fM M =

0.054 6 , ( )I I
2

4 2/ 0.1891f fM M =  。

4 结论
作者运用随机过程和统计学中的相关理论，分

析了考虑非线性因素时的流向波浪力统计特性，其

中重点对偏斜度和峰度做了研究。从计算结果可以

看出，流向波浪力的偏斜度保持不为 0，这说明流
向波浪力这一总体随机过程不服从正态分布，体现

了非线性因素的影响；与此同时，流向波浪力的峰

度值在 N>180之后恒小于 3，这表明其分布密度函
数两侧的形态较正态分布的情形�丰满�。

图 1 拖曳力的偏斜度及峰度

Fig.1 Skewness and kurtosis for drag force

图 2 惯性力的偏斜度及峰度

Fig.2 Skewness and kurtosis for inertia force

作者介绍的方法巧妙地将冗繁的级数表达式

转化为矩阵形式，便于计算机编程运算。然而，本

文尚存在不完善之处，这里采用的规范谱作为理论

推导的前提，实际的海浪谱显然与此有一定的差

别，这就给最终计算结果带来一定误差。
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Abstract: By means of theoretical study, this paper is to quantitatively describe the varying law of the higher
moments of in-line Morison wave forces, i.e., drag force and inertia force, as the number of sampling increases.
The second-order Stokes wave theory is mainly applied herein to deriving the first four cumulants of the in-line
Morison wave forces. In the case study, the theory in this paper is adopted to calculate the skewness and kurtosis
of the drag force and inertia force acted upon a practical subsea pipeline. It can be seen from the results that, as the
number of sampling increases, the skewness and kurtosis of the drag force and inertia force tend to converge. The
approach in this paper serves as a foundation for the theoretical work in the future.
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