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剪切流中界面波的二阶 Stokes 波解
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摘要 :考虑了均匀剪切流场中强非线性界面波 ,建立了基于任意水深处速度而不是通常所用的平均速度为速

度变量的模型 ,分析了其色散关系 ,并求得了各层速度的二阶渐近解和界面内波波面位移的二阶 Stokes 解 ,

揭示了波流之间的非线性相互作用和界面波解之间的非线性相互作用。
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　　最早的界面内波理论研究是 1847 年 Stokes[ 1 ]

关于两层流体间的界面波动。Lamb[2 ]讨论了小振幅
界面内波的特性 ,即假定波振幅与波长相比为小量 ,

将基本方程及定解条件线性化 ,使得问题简化为线
性问题。假设压力是由流体静力学定律确定 ,De2
fant [ 3 ]解释了界面内长波。Hunt [4 ] 利用摄动方法研
究了两层分层流体有限振幅界面内波。Keulegan[ 5 ]

在实验室观测到了沿两层不可混溶、密度不同流体
界面传播的内波 ,并利用 Boussinesq 假设从理论上

导出了波速和波面位移的一阶解 ;Long[6 ] 将 Keule2
gan[5 ]的理论推广到二阶 ,并讨论了波振幅的限制。

Benjamin[7 ]推导了浅水界面波中沿一个方向传

播的 Korteweg2de Vries 方程 ( KdV 方程) ; Benja2
min[8 ]和 Ono [9 ]分别独立地导出了无限水深流体中
界面波的 Benjamin2Ono 方程 (BO 方程) ; Kubota

等[10 ]导出了有限水深流体界面内波的中等长波方程
(intermediate long wave) ,且在水深趋于浅水条件
时 ,其解趋于 KdV 方程的解 ,在水深趋于深水条件
时 ,其解趋于 Benjamin2Ono 方程 (BO 方程) 的解。
但这些传统的弱非线性理论不能很好地利用到强非
线性理论。

Benjamin[11 ]推导了孤立波的弱非线性理论后 ,

Freeman 和 Johnson[12 ] 建立了描述剪切流中弱非线
性波的时间演化的 KdV 方程。但是当浅水中存在
强的剪切流时 ,应该考虑作用在表面重力波上的强
非线性效应[13 ] 。Choi [14 ] 利用渐近展开的方法建立

了浅水中具有有限振幅的表面波模型 ,后来又将此
结果推广到了两层流体界面波中[15 ] 。杨联贵等[ 16 ]

采用类似于 Nwogu[17 ]的方法 ,即以任意水深处的速

度为速度变量 ,推广了 Choi [14 ] 的结果 ,将其结果推
广到两层流体中 ,并求得其二阶 Stokes 解。

1 　基本方程和边界条件

在上、下密度分别为ρ1 和ρ2 ,水深分别为常数

h1 和 h2 的流体中分别存在着均匀剪切流 U01 ( y) =

Ω1 y 和 U02 ( y) =Ω2 y ,假设流体都是无粘、不可压缩

的 ,坐标系取在未扰动界面上 ,水平向右为 x 正方
向 ,垂直向上为 y 正方向 ,如图 1 所示 ,η( x , t) 为相
对于未扰动界面的扰动位移 ,因为上下密度相差不
大时 ,界面波对表面波的影响不大 ,同样 ,表面波对
界面波的影响也不大 ,因而我们做了刚盖假设 ,这样
速度分量 (U i ,V i ) 和压力 Pi 分别满足连续方程和欧
拉 ( Euler)方程 :

U ix + V iy = 0 (1)

U it + U i U ix + V i U iy = - Pix /ρi (2)

V it + U i V ix + V i V iy = - Piy /ρi - g (3)

其中 g 是重力加速度 ,对空间和时间的下标表示求
偏导数。i = 1 ( i = 2) 表示上 (下) 层流体 ,并且是稳定

分层的 ,因此ρ1 <ρ2 。
界面处的运动学边界条件为 :

V 1 =ηt + U1ηx ,V 2 =ηt + U2ηx 　( y =η) (4)

界面处的动力学边界条件为 :

P1 = P2 　( y =η) (5)

底部条件为 :

V 2 = 0 　( y = - h2 ) (6)
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顶部条件为 :

V 1 = 0 　( y = h1 ) (7)

其中速度分量 ( U i , V i ) 可分为两部分 :剪切流部分
U0 i和无旋部分 ( ui , v i ) 。

(U i ,V i ) = (U0 i + ui , v i ) ,U0 i ( y) =Ωi y (8)

根据 (1)～ (7)式的线性问题 ,得到关于角频率ω

和波数 k 之间的精确线性色散关系[15 ]为
(ρ1 cot h k h1 +ρ2 cot h k h2 )ω2 + (ρ2Ω2 -ρ1Ω1 )ω=

gk (ρ2 - ρ1 ) (9)

2 　均匀剪切流中的强非线性界面波

对于均匀剪切流中的表面波 ,杨联贵等[16 ] 利用
Nwogu 的方法[17 ]推导了一类非线性演化方程。具体

推导过程 ,可以参考杨联贵等[16 ] ,这里就忽略掉了。

图 1 　剪切流中的界面波示意图

Fig. 1 　Interfacial waves in a two2layer system interacting

with uniform shear flows

假设水深与特征波长之比是小量 ,下层流体的
非线性演化方程为 :
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其中 P = p ( x ,η, t) 是与上层流体共同决定的界面处的压力 ; yα2是下层流体中的某一深度 , uα2 = u2 ( x , yα2 , t) 是

该深度处的速度 ;μ是水深与特征波长的比值。

对于上层流体 ,只要将 (η, g , yα) 换为 ( - η, - g , - yα) 、下标将 2 换为 1 即可 :
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方程 (10) ～ (13) 组成了关于 (η, uα1 , uα2 ) 的均匀剪切流中的强非线性界面波模型。

如定义平均速度 :

u1 =
1

h1 - η∫
h1

η
uα1 d y , u2 =

1
h2 +η∫

η

- h2

uα2 d y (14)

这样方程 (10) ～ (13) 可以用平均速度来表示 :
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方程 (15) ～ (18) 正是 Choi 的结果[15 ] 。
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3 　界面波的二阶 Stokes 解

　　利用摄动方法来求解上述方程 (10) ～ (13) 。设ε是一个小参数 ,将η, u1 和u2 按小参数ε展开 ,即
η=εη(1) +ε2η(2) + ⋯ (19)

uα1 =εu
(1)
1 +ε2 u

(2)
1 + ⋯ (20)

uα2 =εu
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2 +ε2 u

(2)
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这里上标 (1) 和 (2) 分别表示一阶和二阶近似。
　　将 (19) ～ (21) 代入方程 (10) ～ (13) 中 ,比较ε的同次幂的系数 ,可以得一阶方程 :

9η(1)

9t
- h1

9u
(1)
1

9x
- α1 +

1
3

h3
1

93 u
(1)
1

9x3 = 0 (22)

9η(1)

9t
+ h2

9u
(1)
2

9x
+ α2 +

1
3

h3
2

93 u
(1)
2

9x3 = 0 (23)

ρ1
9u

(1)
1

9t
+Ω1 h1

9u
(1)
1

9x
+ g

9η(1)

9x
+α1 h2

1
93 u

(1)
1

9t 9x2 + α1 +
1
3

Ω1 h3
1

93 u
(1)
1

9x3 =

ρ2
9u2

(1)

9t
- Ω2 h2

9u
(1)
2

9x
+ g

9η(1)

9x
+α2 h2

2
93 u

(1)
2

9t 9x2 - α2 +
1
3

Ω2 h3
2

93 u
(1)
2

9x3 (24)

二阶方程
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其中无量纲参数α1 = -
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,可以看出两个参数都是只与位置有关。

　　先考虑一阶方程的解。令形式解为 :

η(1) =α1 cos ( k x - w t) , u
(1)
1 = A 1 cos ( k x - ωt) , u

(1)
2 = A 2 cos ( k x - ωt) (28)

其中 a1 是界面波的振幅 ,ω是角频率 , k 是波数。
将 (28) 式代入到 (22) , (23) 可得 :
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并且由 (24) 式还可以得到色散关系 :
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由 (31) 式可以看出 ,色散关系除了与各层流体的密度、深度和剪切流有关外 ,还与参数α1 和α2 有关 ,即

与位置有关 ,亦即模型与不同位置处的速度有关。与精确的色散关系式 (9) 对比 ,不同的就是ω2 项中ρ1 和ρ2
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的系数 ,如果α1 =α2 = - 2/ 5 ,则系数正好是 cot h k h1 和 coth k h2 的 P[2 , 2 ]展开 ,此时所用的速度称为优化速
度 ;而α1 =α2 = 0 则是取未扰动界面处的速度 ;α1 =α2 = - 1/ 2 则是底部和顶部的速度 ;α1 =α2 = - 1/ 3 则是平
均速度。取不同值时 ,色散关系的适用范围是不同的 ,在这里取定密度比ρ1 /ρ2 = 9/ 10 ,深度比 h1 / h2 = 1 ,剪切
流也取定 : F1 = F2 = 0 . 1 ,其中 F1 和 F2 为 Froude 数 ,定义为 :

F1 =
Ω1 h1

g h1

, F2 =
Ω2 h2

g h2

(32)

由于频率ω是波数 k 的二次函数 ,所以会出现两个相速度 c± ,这里只比较 c+ ,如图 2 , c - 是类似的 ,可以
看出选取优化速度时适用范围最大。

图 2 　(31) 式定义的相速度 (实线) 与 (9) 式定义的相速度 (虚线) 的比较

Fig. 2 　Comparison of phase speeds defined by formula (31) (real line) and formula (9) (point line)

再求二阶方程的解。把一阶解代入到二阶方程中 ,类似于求一阶方程的解 ,可得二阶方程的解 :
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kω2
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m3 = 2ρ1
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(40)

　　可以看出二阶解的界面波振幅 a2 同样也依赖
于各层流体的密度、深度和剪切流 ,和参数α1 和α2 ,

其中含剪切流的项有Ω2
1 和Ω2

2 ,表明了波流之间的非

线性相互作用 ,同时还与一阶解的振幅 a2
1 有关 ,这

表明了界面波解之间的非线性相互作用。
这样 ,二阶解为 :

η=εη(1) +ε2η(2) (41)

uα1 =εu
(1)
1 +ε2 u

(2)
1 (42)

uα2 =εu
(1)
2 +ε2 u

(2)
2 (43)

4 　结论

本文考虑了均匀剪切流场中强非线性界面波 ,

建立了基于任意水深处速度而不是通常所用的平均
速度为速度变量的模型 ,该模型包括了用静止水面
速度、底部及顶部速度、平均速度来表示的不同形
式 ,分析了其色散关系 ,当选择优化速度时水深适用
范围较大 ,并求得了各层速度的二阶渐近解和界面
内波波面位移的二阶 Stokes 解 ,表明了波流之间的
非线性相互作用和界面波解之间的非线性相互作
用。
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Abstract : St rongly nonlinear interfacial waves of a finite amplit ude with uniform shear flows are consid2
ered , a new model is derived using t he velocities at arbit rary distances f rom t he still water level as t he veloc2
ity variables instead of the commonly used dept h2averaged velocities. Dispersion relations are analyzed , and

t he second2order asymptotic solutions of t he velocities and the second2order Stokes solutions of t he associat2
ed elevations of t he interfacial waves are p resented.
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