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数据同化中的伴随方法及其有关问题的研究 3
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提要   论述了数据同化中的伴随方法与泛函分析中的伴随算子的关系 指出经典的拉

格朗日乘子法可以作为伴随方法的理论基础 ∀关于伴随方法应用中只能利用模式的伴随

的观点 作者认为是有疑问的 并提出了新的观点 ∀所作的数值模拟实验表明 方程的伴

随有时明显优于模式的伴随 因而说明方程的伴随也应该引起足够的重视 ∀

关键词   数据同化 变分分析 伴随方法

  在人们研究大气 !海洋中的有关自然现象的物

理机制的过程中 观测资料的充分及合理利用无疑

起着至关重要的作用 ∀ 近些年来 人们发展了一些

数据同化的方法 如多项式内插方法 统计 优插值

方法以及变分分析方法等 ∀而变分分析方法中的伴

随方法是近十余年来发展起来并得到了广泛应用的

数据同化方法≈ ∀本文将对伴随方法的有关问题作

一些探讨 ∀

伴随方法是变分原理和 优控制论相结合的一

种方法 ∀伴随方法在海洋研究中的应用是以海洋数

学模型作为约束条件 由可观测到的海洋要素反演

无法观测到的海洋要素 由海洋的表面信息推断海

洋的内部结构 ∀近十余年来的大量研究成果表明伴

随方法在数据同化中占有越来越重要的地位≈ ∀伴

随方法可用来解决许多不同类型的实际问题 其中

包括 对模型中的参数进行优化 !对初始条件或边界

条件进行优化 !对定常流或环流问题以及表面热通

量问题进行研究等≈ ∀

然而 尽管伴随方法应用于研究大气和海洋已

有十余年的历史 并能够有效地解决许多类实际问

题 但在伴随方法的理论及应用方面仍存在一些问

题 主要表现在以下两个方面 其一是伴随方法究竟

与泛函分析中的伴随算子有什么关系 其二是模式

的伴随是否优于方程的伴随 第一个问题与伴随方

法的理论基础有关 第二个问题与伴随方法的应用

有着直接的关系 ∀ × 在文献中曾涉及到这两

个问题 相关的论据为 其一是强调经典的拉格朗日

乘子法简化了伴随算子的推导 其二是强调数据同

化只能利用模式的伴随 ∀作者认为 × 对第一

个问题有所涉及但并没有给出完整的回答 而他们

对第二个问题的回答是有疑问的 ∀以下是对这两个

问题的探讨 ∀

 数据同化中的伴随方法

1 1  泛函分析中伴随算子的定义

Α是 空间 Η 上的线性算子 ,在 Η 上定

义内积3# #4 则称 Α 为伴随算子 ,如果3 Αξ , ψ4

3ξ , Α3
ψ4 , Π ξ , ψ Ι Η ∀我们可以看到泛函分析中

只有线性算子才有其伴随算子 而对于非线性算子

并无伴随算子之说 ∀

1 2  伴随方法的描述

伴随方法是建立在严格的数学基础之上的一种

方法 它将所要解决的实际问题作为条件 小值问

题来解决 ∀在此过程中流体力学方程组及其初值 !

边值条件作为约束条件 使得根据具体问题而设计

的代价函数达到 小 ∀

设依赖于时间变量的海洋数学模型为

5 ξ
5 τ

Φ( ξ , χ)
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  这里向量 ξ 的分量是随时间变化的量(如速度 !

高度 !温度 !盐度等) , τ表示时间 ,向量 χ表示模型中

的参数 , Φ是线性或非线性算子 ∀模型方程 不

封闭 还需加上相应的定解条件 初始条件 !边界条

件等 才能确定其唯一解 ∀记 ψ表示控制变量 ,它包

括初始条件 !边界条件 !模型中的参数等 ∀ ψ一旦确

定模型 的唯一解 ξ(ψ)也就随之确定 ∀当然控制

变量必须属于一个可容许的控制集合 Ψ ∀ Ψ 可根

据有关控制变量的物理学性质及历史经验来确定 ∀

我们的兴趣在于得到模型方程 的接近观测

结果 ξχ的解 ∀这里的所谓接近用代价函数 ϑ度量模

型方程 的解与观测结果之间的距离来定义 ∀观

测结果包括速度 !高度 !温度 !盐度等 ∀这样 变分问

题可简述为问题 Π 寻求属于 Ψ 的 ψ
3 使得代价

函数 ϑ达到 小 , ψ
3 表示 优的 ψ∀

以上所述问题是以模型方程 作为约束的约

束 小值问题 ∀此问题可转化为无约束 小值问题

来求解 ∀当把约束条件作为强约束条件来对待时

经典的拉格朗日乘子法为我们提供了坚实的理论基

础 ∀可构造拉格朗日函数 Λ ξ , Κ, ψ

Λ ξ , Κ, ψ ϑ ξ , ψ Κ, Γ ξ , χ

这里 Γ( ξ , χ)
5 ξ
5 τ

Φ( ξ , χ) , Κ的分量是拉格

朗日乘子 ,3# #4 是定义在 Γ( ξ , χ)所属 空间

上的内积 ∀这样约束 小值问题 Π 就被转化成关

于 ξ , Κ和 ψ的无约束问题 而且观测结果将尽可能

地接近约束条件的精确解 ∀在此需说明的是这里的

约束条件并不是固定不变的 而是在同化过程中不

断得到调整 使得观测结果尽可能地接近约束条件

的精确解 ∀在强约束条件 Γ( ξ , χ) 的限制下 确

定泛函 ϑ( ξ , ψ)的驻点与确定拉格朗日函数关于变

量 ξ , Κ和 ψ的驻点是等价的 ∀表示拉格朗日函数的

驻点的方程组称为约束 小值问题 Π)的欧拉2拉格

朗日方程组 ∀欧拉2拉格朗日 优条件( 优的 ξ 3 ,

Κ3 , ψ
3 将由下述方程组确定

5 Λ

5 Κ
( ξ 3 , Κ3 , ψ

3 )

5 Λ

5 ξ
( ξ 3 , Κ3 , ψ

3 )

5 Λ

5 ψ
( ξ 3 , Κ3 , ψ

3 )

方程 就是原来的模型方程 ∀方程 中的算

子是方程 中的算子的伴随算子 通常称方程

为方程 的伴随方程 ∀模型方程随时间正向传播

信息 而伴随方程随时间反向传播信息 ∀ 至于方程

给出了拉格朗日函数关于控制变量的梯度 ∀从

以上方程可以看出整个的变分分析过程中 泛函 ϑ

和约束 Γ 的选取是非常重要的 ∀

1 3  伴随方法与泛函分析中的伴随算子的关系

从以上论述中可以看出 伴随方法所指的伴随

在本质上是经典拉格朗日乘子概念的推广 ∀尽管在

某些特殊情形 线性 泛函分析中的伴随算子可以

用来导出伴随方程 但对于非线性算子而言 泛函分

析中的伴随算子概念就没有任何的可借鉴之处了 ∀

1 4  代价函数 ϑ

数据同化的目的在于寻求模型方程的与观测结

果接近的解 ∀我们定义代价函数来度量模型的解与

观测结果的距离 差异 因此要求它具备范数的性

质 ∀由于伴随方法中要用到代价函数的导数 因此

又要求它必须是可微分的 ∀通常选择 ϑ为范数的平

方 将其定义为

ϑ( ξ , χ) ξ ξχ) Τ Κξ( ξ ξχ)

χ χχ) Τ Κξ(χ χχ

这里 ξχ和 χ分别表示观测值和估计值 , Κξ 和 Κχ

分别是 ξ 和 χ所对应的权重矩阵 正定对称矩阵 ∀

中的第一项称谓数据差异 它将作为驱动伴随方

程的外力 ∀ 式中的第二项之所以作为代价函数

的一部分是因为同时也要对模型中的参数进行估

计 ∀通过对代价函数的 小化 既可得到接近观测

结果的解 又可同时优化模型中的参数 ∀换句话说

对代价函数的 小化过程是通过优化模型中的参数

而实现模型方程的解与观测结果的充分接近 ∀

1 5  关于模式的伴随与方程的伴随

尽管伴随方法是建立在严格的数学基础之上而

且在理论上并不复杂 但是不难看出 利用伴随算子

法解决实际问题 难的一点在于 在每一步同化当

中须求解一个正问题 然后再反向求解伴随方程 计

算量相当于正问题的求解 ∀ 如何减少计算所需时

间以及能否减少计算时间成为数据同化能否取得成

功的关键 ∀在利用伴随算子法解决实际问题的过程

中 极其重要的环节是如何得到恰当的伴随方程以

及有关控制参数的方程 ∀ 有两种途径解决这个问

题 一个途径是利用原方程的连续形式去导出其对

应的伴随方程 并分别去匹配各自相应的差分格式
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我们将其称为方程的伴随 另一个途径是利用差

分格式去导出相应的伴随差分格式 我们将其称为

模式的伴随 ∀从实际的操作过程来看 两种途径分

别导出的伴随差分格式及其参数校正关系是不同

的 但究竟哪个好些在理论上是极其复杂的 ∀ 曾经

有学者强调数据同化只能利用模式的伴随 这对于

近十年来的伴随方法的运用产生了重要的影响 ∀但

我们认为他们的观点是值得商榷的 首先他们所阐

述的理由并不充分 其次作者所作的数值模拟实验

表明有时方程的伴随明显优于模式的伴随 ∀

作者利用伴随方法作了数值实验 利用/ 观测结

果0来反演海洋涡动黏性系数 层 和表面风应力

系数 ∀尝试了以上所说的两种途径 ∀结果都能够将

涡动黏性系数和风应力系数成功地反演出来 ∀所谓

的成功指的是 代价函数 !数据差异 !梯度模几乎都

能达到起步值的百分之一 !千分之一甚至万分之一

以下 ∀在此需要说明的是曾经有人作过这个数值实

验 以下的数值实验中的参数与其取了相同的值 但

我们得到了更好的实验结果 ∀

 数值实验

2 1  模型描述

利用修正的 ∞ 模型来反演海洋涡动黏性

系数 层 和表面风应力系数 ∀修正的 ∞ 模

型所对应的方程是

5 υ
5 τ φϖ

5
5 ζ

( Α
5 υ
5 ζ

)

5 ϖ
5 τ φυ

5
5 ζ

( Α
5 ϖ
5 ζ

) ( . )

相应的边界条件为

5 υ
5 ζ ζ

Χ⁄

Α
# Θ
Θ

υ ϖ υ

5 ϖ
5 ζ ζ

Χ⁄

Α
# Θ
Θ

υ ϖ ϖ

Α
5 υ
5 ζ ζ Η

Α
5 ϖ
5 ζ ζ Η

初始条件为

υ τ υ ϖ τ ϖ

上述各式中 Η 表示 ∞ 层的深度 ζ 轴垂

直向上为正向并且海洋表面处为 ζ φ 表示 ≤ 2

参数 取为常值 υ( ζ)(向东为正向)和 ϖ( ζ)

(向北为正向)表示海洋中各处的水平方向的运动速

度的分量 , Α( ζ)表示海洋涡动黏性系数 ; Θ 表示海

水的密度 Θ 表示空气的密度 ∏ 和 ϖ 表示风速的

分量 Χ⁄表示拖曳系数 ∀

通过变量替换

τχ τ
Τφ

, υχ υ
Υ

, ϖχ ϖ
ς

, ζχ ζ
∆

Αχ Α
Σ

Χχ⁄

Χ⁄

Σ
υχ

υ

Υ
ϖχ

ϖα
Υ

这里 Τφ φ
, ∆ (

Σ

φ
) Υ Θ

Θ

Σ Υ

Σ φ

得到方程

5 υ
5 τ

ϖ
5
5 ζ

( Α
5 υ
5 ζ

) ,

5 ϖ
5 τ

υ
5
5 ζ

( Α
5 ϖ
5 ζ

)

及边界条件

Α
5 υ
5 ζ ζ

Χ⁄ υ ϖ υ

Α
5 ϖ
5 ζ ζ

Χ⁄ υ ϖ ϖ

Α
5 υ
5 ζ ζ Η

Α
5 ϖ
5 ζ ζ Η

和初始条件

υ τ υ ϖ τ ϖ

2 2  连续变分分析 方程的伴随

构造代价函数

ϑ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ Θ τ Θ ζ(( υ
⊥υ)

(ϖ ⊥ϖ) ) δΦδΣ

Κ Τ Θ ζ( Α Α) δΦ

Κ ΤΗ( Χ⁄ Χ)

这里 ⊥υ 和 ⊥ϖ表示观测值 , Α 和 Χ⁄表示估计值

Κ Κ 和 Κ 表示权重系数 Τ 表示整个积分时间 ∀

代价函数由 项组成 ,其中第一项为数据差异 ∀

构造 函数

Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ) ϑ Θ τ Θ ζ[ Κ(
5 υ
5 τ

ϖ

5
5 ζ

( Α
5 υ
5 ζ

)) Λ(
5 ϖ
5 τ

υ
5
5 ζ

( Α
5 ϖ
5 ζ

))] Φ Σ

我们的目的是寻求在满足方程组 及其初

值 !边值条件的限制下 代价函数达到 小 ∀为求得

小值 要求

5 Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ)
5 Κ
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5 Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ)

5 Λ
5 Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ)

5 υ

5 Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ)
5 ϖ

5 Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ)
5 Α

5 Λ( υ , ϖ, Α , Χ⁄ Κ, Λ)
5 Χ⁄

方程组 对应方程组 而方程组 导

出伴随方程 方程组 导出关于控制参数 Α和 Χ⁄

的方程 ∀

伴随方程

5 Κ
5 τ Λ

5
5 ζ

( Α
5 Κ
5 ζ

) Κ υ ⊥υ) ,

5 Λ
5 τ

Κ
5
5 ζ

( Α
5 Λ
5 ζ

) Κ ϖ ⊥ϖ) ,

边界条件

5 Κ
5 ζ ζ

 
5 Λ
5 ζ ζ

5 Κ
5 ζ ζ Η

 
5 Λ
5 ζ ζ Η

初始条件

Κ τ Τ  Λ τ Τ

控制参数 涡动黏性系数的方程

5 ϑ
5 Α

Θ τ Θ ζ(
5 Κ
5 ζ

5 υ
5 ζ

5 Λ
5 ζ

5 ϖ
5 ζ

) Φ Σ

控制参数 风应力系数的方程

5 ϑ
5 Χ⁄

Θ τ υ ϖ Κ ζ υ Λ ζ ϖ Σ

代价函数的梯度模

ϖ ϑ (
5 ϑ
5 Α

) (
5 ϑ
5 Χ⁄

控制参数的校正 涡动黏性系数

Αϑ Αϑ ΤΚ
5 ϑ
5 Αϕ

, ϕ

控制参数的校正 风应力系数

Χ⁄ Χ⁄ ΤΗΚ≤

5 ϑ
5 χ⁄

2 3  有限差分格式

取与微分方程 对应的有限差分格式

≤ 2

υιϕ υιϕ
ϖ τ

ϖιϕ ϖιϕ Αϕ Αϕ
ϖ ζ

υιϕ υιϕ
ϖ ζ

Αϕ Αϕ
ϖ ζ

υιϕ υιϕ
ϖ ζ

Αϕ Αϕ
ϖ ζ

υιϕ υιϕ
ϖ ζ

Αϕ Αϕ
ϖ ζ

υιϕ υιϕ
ϖ ζ

,

ϖιϕ ϖιϕ
ϖ τ

υιϕ υιϕ Αϕ Αϕ
ϖ ζ

ϖιϕ ϖιϕ
ϖ ζ

Αϕ Αϕ
ϖ ζ

ϖιϕ ϖιϕ
ϖ ζ

Αϕ Αϕ
ϖ ζ

ϖιϕ ϖιϕ
ϖ ζ

Αϕ Αϕ
ϖ ζ

ϖιϕ ϖιϕ
ϖ ζ

结合边界条件 和 我们可得到求解

初边值问题 的递推关系式

ΜΩι Μ Ωι Φι

这里

Ω ( υ υ υ ϖ ϖ ϖ Τ ,

Φ φ ι) , φ ι Τ ,

φι ( ι)
Χ⁄

Α
ϖ ζ υ ι ϖ τ) ϖ ι ϖ τ) υ ι

ϖ τ

φ ι)
Χ⁄

Α
ϖ ζ υ ι ϖ τ) ϖ ι ϖ τ) ϖ ι

ϖ τ)

矩阵 Μ的非零元素为

α α

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ) ,

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

α α α α

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

α α

矩阵 Μ 的非零元素为

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ) ,

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ , Αϕ ) ,

ΑΡΤΙΧΛΕ
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  α Αϕ Αϕ αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

与 式完全类似 我们可得到求解初边值问

题 的递推关系式

Μα ΩΚι Μα ΩΚι Φα
ι

这里

ΩΚ (Κ Κ Κ Λ Λ Λ
Τ

Φαι ( φ
α ι) , φ

α ι) , . . . , φ
α ι) ;

φ
α ι) , φ

α ι) , . . . , φ
α ι)) Τ ,

φ
α ι) φ

α ι)

φ
α
ϕ(ι) ϖ τΚµ( υ(ι , ϕ)

⊥υ(ι , ϕ)) , ϕ

φ
α ι) φ

α ι)

φ
α
ϕ ι) ϖ τΚµ( ϖ(ι , ϕ)

⊥ϖ(ι , ϕ)) ,

ϕ

矩阵 Μα 的非零元素为

α α

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ) ,

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ ϕ ϖ τ , ϕ

α α

α α

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

α α

矩阵 Μα 的非零元素为

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ) ,

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ Αϕ Αϕ

αϕ, ϕ ϖ τ , ϕ

2 4  离散变分分析 模式的伴随

数据差异的离散形式

∆ Μ Κµ ϖ τ ϖ ζ Ε
ι

Ε
ϕ

≈ υιϕ
⊥υιϕ)

ϖιϕ
⊥ϖιϕ)

代价函数的离散形式

ϑ( Ω , Α , Χ⁄ Κµ ϖ τ ϖ ζ Ε
ι

Ωι
⊥Ωι)

Τ

≅ ( Ωι
⊥Ωι) Κ Τ ϖ ζ Ε

ϕ

Αϕ Αϕ)

Κ ΤΗ( Χ⁄ Χ⁄

构造离散形式的 函数

Λ( Ω , Α , Χ⁄ ΩΚ) ϑ ϖ τ ϖ ζ Ε
ι

ΜΤ
Κ
ι
( ΜΩι

Μ Ωι Φι

我们的目的是寻求在满足方程组 的限制

下 代价函数达到 小 ∀为求得 小值 要求

5 Λ( Ω , Α , Χ⁄ ΩΚ)

5 ΩΚ
ι

ι

5 Λ( Ω , Α , Χ⁄ ΩΚ)

5 Ωι

5 Λ( Ω , Α , Χ⁄ ΩΚ)

5 Αϕ
ϕ

5 Λ( Ω , Α , Χ⁄ ΩΚ)

5 Χ⁄

方程组 对应方程组 而方程组 导

出伴随方程 方程组 和 导出关于控制参数

Α和 Χ⁄的方程 ∀

伴随方程

ΜΤ ΩΚ
ι

ΜΤ ΩΚ
ι

Κ Ωι
⊥Ωι)

控制参数 涡动系数的方程

ϖ ζ Κ Τ( Α Α )

  ϖ τ ϖ ζ Ε
ι

ΩΤ
Κ
ι
(
5 Μ

5 Α
Ωι

5 Μ

5 Α
Ωι )

  ϖ τ ϖ ζ
Χ⁄

Α
Ε
ι

υ ϖ ≈ υ ι ϖ τ) ΞιΚ

  ϖα(ι ϖ τ) ΞιΚ ] ( )

ϖ ζ Κ Τ( Αϕ Αϕ) ϖ τ ϖ ζ Ε
ι

ΩΤ
Κ
ι
(
5 Μ

5 Αϕ
Ωι

  
5 Μ

5 Αϕ
Ωι )

控制参数 风应力系数的方程

Κ ΤΗ( Χ⁄ Χ⁄
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≥ ∂

  ϖ τ ϖ ζ
Χ⁄

Α
Ε υα ϖα[ υα(ι ϖ τ)

ΞΚ ϖ ι ϖ τ) ΞιΚ ϖα(ι ϖ τ) ΞιΚ ]

2 5  实验结果

连续变分分析导出方程的伴随 ∀所谓方程的伴

随指的是 利用递推关系式 来求解初边值问题

利用递推关系式 来求解伴随初边值问题

控制参数的校正利用式 和 ∀

离散变分分析导出模式的伴随 ∀所谓方程的伴

随指的是 利用递推关系式 来求解初边值问题

利用递推关系式 来代替伴随初边值问题

控制参数的校正利用式 和 ∀

要使代价函数 !数据差异 !梯度模都达到起步值

的百分之一以下 方程伴随只需同化 步 而模式

的伴随却需要 步 ∀ 要使代价函数 !数据差异 !梯

度模都达到起步值的千分之一以下 方程伴随只需

同化 步 而模式的伴随却需要 步 ∀详细的结

果见下表 ∀表 中的数字为实现优化目标所需的同

化步数 在利用模式的伴随时 同化的步数即使达到

步 代价函数依然达不到起步值的万分之一

以下 ∀

表 1  达到相同优化目标时 ,两种途径的比较

Ταβ .1  Ωηιλε οβταινινγ τηε σαµε οπτιµιζατιον γοαλσ, τωο

ωαψσ αρε χοµ παρεδ

优化目标 方程的

伴随

模式的

伴随

数据差异首达起步值的百分之一以下

数据差异首达起步值的千分之一以下

数据差异首达起步值的万分之一以下

代价函数首达起步值的百分之一以下

代价函数首达起步值的千分之一以下

代价函数首达起步值的万分之一以下 3

梯度模首达起步值的百分之一以下

梯度模首达起步值的千分之一以下

梯度模首达起步值的万分之一以下

表 2  同化步数及其达到的目标(方程的伴随)

Ταβ .2  Στεπσ οφ ασσιµιλατιον ανδ τηε γοαλσ οβταινεδ ( )

参数 Χ⁄ Α Α Α Α Α Α Α Α Α

目标

表 3  同化步数及其达到的目标(模式的伴随)

Ταβ .3  Στεπσ οφ ασσιµιλατιον ανδ τηε γοαλσ οβταινεδ ( )

参数 Χ⁄ Α Α Α Α Α Α Α Α Α

目标
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 结论

伴随方法还包括基于 优控制理论原理的伴随

方法 × 等人提出共轭变分同化方法是导出

控制方程的切变线性方程 利用泛函分析伴随算子

理论导出切线性方程的共轭方程 利用 优化理论

避开求解 ∞∏ 2 方程的困难 ∀

拉格朗日乘子法导出的伴随在很大程度上是泛

函分析中的伴随算子概念的借用 ∀借助于拉格朗日

乘子法可以导出正确的伴随方程 数据差异自然地

加到了伴随方程上作为驱动 ∀

我们认为过分强调模式的伴随是有疑问的 ∀我

们的理由主要表现在 首先 他们所阐述的理由并不

充分 其理由之一在于离散的动力学模型作为约束

之二在于观测结果是离散的 ∀ 不可否认 他们给出

了解决问题的正确方法 这种方法深刻地影响了近

十多年的同化方法在海洋及大气研究中的应用 ∀但

这毕竟只是能够取得成功的方法之一 过分强调模

式的伴随而排斥其他的方法难以经得起实践的检

验 ∀其次 我们所作的数值模拟实验表明有时方程

的伴随明显优于模式的伴随 第三 通过方程的伴随

我们得到的伴随方程有着明显的物理意义以及合理

的初始条件和边界条件 而通过模式的伴随我们得

到的伴随方程的物理意义是不明确的 这对于边界

条件尤其如此 ∀

由于非线性算子的伴随算子的推导存在本质上

的困难 也许这是造成人们过分强调模式的伴随的

主要原因 ∀我们已找到了切实可行的办法来导出非

线性算子的伴随算子 并将专门对此进行讨论 ∀ 究

竟模式的伴随与方程的伴随哪个更优 这在理论上

是极其复杂的 终只有靠实践的检验了 ∀
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